MATEMATICNO-FIZIKALNI PRAKTIKUM

9. naloga: Zacetni problem PDE — diferen¢na metoda

Diferen¢ne metode za aproksimativno reSevanje parcialnih diferencialnih enacb so Siroko
uporabne, saj niso omejene na preproste geometrije in linearne robne pogoje. Pri aproksimaciji
odvodov s kon¢nimi diferencami se obi¢ajno zadovoljimo z najniZjim moZnim redom, formule
vi§jega reda so zelo rade nestabilne. Tu bomo delovanje diferen¢nih metod preskusili na difuz-
ijski in valovni enacbi.

Temperaturno polje v homogeni neskoncni plasti s kon¢no debelino a (enodimenzionalni
problem) je podano z enacbo
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z zaCetno temperaturno sliko 7'(z, ¢t = 0) = G(z). Difuzijsko enacbo najpreprosteje aproksimi-
ramo z
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kjer Stejemo z indeksom ¢ Casovne sloje v razmikih At = k, z indeksom j pa oznacCimo krajevne
tocke, 0 < 7 < N v enem sloju. Ob Casu ¢t = 0 je z zaCetnim pogojem podan prvi sloj, ¢ = 0,
iz njega izraCunamo drugi sloj, in tako naprej. Enacba (1) velja za vse notranje tocke, obe
robni tocki pa dolocata robna pogoja. Ta eksplicitna shema je preprosto izvedljiva in stabilna
zap = Dk/h? < 1/2, ni pa posebno to¢na, saj je v casovnem odvodu le prvega reda. Nekoliko
to¢nejsa postane za p = 1/6, vendar napredujemo pri tem koraku zelo pocasi, saj predifundira
resitev Sele v 6 N2 korakih od enega konca krajevnega intervala do drugega.

BoljSa je Crank-Nicholsonova shema, ki je drugega reda v Casu: Casovno diferenco na levi
strani enacbe (1) izrazimo z aritmeti¢no sredino krajevnih diferenc v sloju ¢ in sloju 7 + 1.
Novih vrednosti v sloju 2 + 1 ne dobimo eksplicitno, pac pa kot reSitve tridiagonalnega sistema
enacb. Ker je Casovna zahtevnost takega sistema le ~ NV, se z racunom ne zamudimo dosti
dlje, stabilnost pa je zagotovljena za poljubno velik korak. Ker reSujemo enacbo s konstantnimi
koeficienti, je tudi matrika sistema vedno ista, spreminjajo se le desne strani:

(=pujir + (2p + 2)u; — puj-1)iy1 = (pujs1 — (2p — 2)uy + puj1); + 2kQ.
Nihanje strune opisuje enacba
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kjer sta predpisana zacetni odmik z(z,¢ = 0) = f(z) in zaetna hitrost 0z/0t|;—y = g(x).
Za valovno enacbo obstaja stabilna eksplicitna metoda drugega reda v ¢asu. Dobimo jo, ¢e v
enacbi (1) zapiSemo Casovni operator na levi strani kot
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Vrednosti na ¢asovnem sloju 7 4 1 izrazimo s slojema ¢ in ¢ — 1. Zacetna sloja dobimo iz dveh
zacetnih pogojev: za funkcijo in za njen ¢asovni odvod. V posebnem primeru, ko so zacetne
hitrosti povsod enake 0, morata biti sloja? = 1 in ¢ = —1 enaka in velja
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Metoda je stabilna za kc/h < 1, kar pomeni, da zados¢a ~ N korakov za pot vala od enega
konca intervala do drugega. Vecji korak omogocajo implicitne metode, vendar z njimi ne
moremo pridobiti dosti.

Naloga: Zasledovali bomo ¢asovni razvoj dveh problemov z robnimi pogoji I. vrste.

1. Poisci temperaturni profil plasti, ki ima v zacetku povsod temperaturo okolice, le med
0.2a in 0.4a je segreta na Tp. Nari§i T'(z,t) ob Dt/a* = 0 ( koraki 0.3) 3!

2. Poisci obliko strune, ki ima v zacetku trikotno obliko z vrhom pri z = 0.4a, za Case
wit/m = 0(0.2) 2! Zacetna hitrost naj bo povsod 0.



