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1. UVOD
* lzrazanje signalov z elementarnimi funkcijami
 Razseznost signala
2. VHOD
« Kategorizacija signalov
3. PRENOS
» Prenos deterministicnih signalov
* Prenos stohastiCnih signalov
4. IZHOD
« SIN

* Optimalni procesor



OBDELAVA SIGNALOV

*Metode zasnovane za izrazanje Casovnih funkcij z vrstami

*Teorija nakljunih funkcij

SISTEM SUM

VHODNI IZHODNI
SIGNAL SIGNAL
Sistemi so v sploSnem kompleksni in nelinearni.
Poseben primer: LINEARNI SISTEMI —
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LINEARNI SISTEM

Aditivnost

*Proporcionalnost vhod — izhod
X, (t) — Y (t)
X, (t) Y, (t)

vhod — x(t) = kX, (t) + k; X, (1)
izhod — y () =k y, (O + kY2 (O

*Koncentriranost

(fizine izmere == 0)
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IZRAZANJE SIGNALOV Z ELEMENTARNIMI FUNKCIJAMI

Signal zelimo izraziti s funkcijami, ki imajo to€no doloCene vrednosti in lastnosti.

NAJPOGOSTEJE: Linearna kombinacija zaporedja temeljnih asovnih funkcij.

¢:{¢o (t),¢1 (t)>¢2 (t)’ °°°°°° 9¢N (t)}

N jelahko tudi O

Funkcijo x(t) izrazimo kot priblizek:

X(1) = X (1) = Coy (D) +Cig (D) + Co0h, (D +...... + Cyy @y (D)

PROBLEMI:
*|zbira najprimernejSih temeljnih funkcij!

*Izbira najprimernejSih koeficientov!

Ta dva problema v sploSnem nista reSena. Obstaja le vrsta reSitev za
doloCene funkcije.

Pri iskanju resitev nam pomagajo ZAZELJENE LASTNOSTI

Yo



OSNOVNA ZAZELJENA LASTNOST
NEODVISNOST KOEFICIENTOV

Posamezni koeficient je dolocljiv tudi ¢e ostalih ne poznamo.
ALl

Ce v vrsto dodamo posamezen &len nam ostalih koeficientov ni treba
Sspreminjati.

v

Neodvisnost koeficientov dosezemo Ce je zaporedje ortogonalno.

ko velja k #n

t, 0
;‘:¢n (g (Dt = {k ko velja k=n

n

Seje K =1 je zaporedje ortonormalno.
n
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KAKO DOLOCIMO KOEFICIENTE?
—2

Z minimizacijo srednjega kvadratiCnega pogreSka & med funkcijo X(t) in
priblizkom X’ ((;t)!

— 1 & 2 1 " i
:tz—tlg[x(t)_x (t) ] dt:tz_tlﬂx(t)—nz(‘;cmn (t)} dt
1z o =0 sledi
S5C.
RCEICEI.
c, =t - [x(0)g, (0t



Z zaporedjem ortogonalnih funkcij lahko na intervalu od t, do t, izrazimo poljubno
funkcijo x(t) v obliki:

X(t) = X (t)_: Cot(D+Ch(H+Cop (D) +....... +Cyoy (D)
Cegre N — o0 gre g >0 Funkcija x(t) je izrazena brez pogreska.

X(t)=x () = C0¢0 (1) + C1¢1 1)+ C2¢2 (t+....

Zaporedje: ¢ = {¢0 (t) , ¢1 (t) , ¢2 (t) , } imenujemo polno zaporedje.

Zaporedje funkcij je polno, Ce ni mogocCe najti nobene funkcije
f(t) za katero bi veljalo:

[f(t)g, (t)Hdt=0  n=0,12,...
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NAJPOGOSTEJE UPORABLJENE TEMELJNE FUNKCIJE

1) FOURIER ¢ = {l,sin wt,sin 2mt, sin 3w, ...

N e ,cos ot, cos 2at,3cos i, ...}

.
-

t i i i i
¢:{”.,e jZa)t’e j2a)t,1,e jZa)t,e j2a)t,."}

A 4

: 2.) WALSH-EVE FUNKCIJE

> Pogosto uporabljene pri DSP
(digital signal processing)

v

A




3.) LEGENDROVE FUNKCIJE

4, (t)= 2n2+1Pn(t), st<l

Kjer je:
1 0 (*-1)" n=0,12,.
2"n!ot"
Legendrov polinom
D (t) = 1/\/5

4 (1)=+3/2t
¢, (t)=1/5/3(3/2t ~1)2)

5.) HERMITSKE FUNKCIJE
6.) KARDIALNE FUNKCIJE

4.) LAGUERR-OVE FUNKCIJE
1 L

¢n(t):n—!e2Ln(t) 0<t<oo
Kjer je:
0" fin
L, (t)=¢' e (t"e™) n=0,12,..
Laguerrov polinom
4 (t) =
4 (t)=¢">(1-1)
4 ()= " (2-t)

Nabor temeljnih funkcij izberemo tako, da
zahtevano odstopanje izrazave od funkcije
dosezemo s ¢im manjsSim Stevilom €lenov
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RAZSEZNOST SIGNALA 1. CASOVNO TRAJANJE
2. FREKVENCNA SIRINA

3. DIMENZIJA
1.) CASOVNO TRAJANJE
a.) Casovno omejen signal b.) Casovno neomejen signal
A o0
_t V2 T, je drugi
\/J (t to) X (t)dt normaliziran
T =1= sredi§éni moment
V t2 ° % , signala
! —t— j X (t) ot
- t, je prvi
j tx* (t) dt normaliziran
x(t)=0 t<t, t>t, L4 srediséni moment
== signala
Casovno trajanje je: j X2 (t) dt
T — t2 — tl Casovno trajanje éasovno neomejenega signala T, je

mera razprSenosti signala okrog svojega tezisca t,.
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2.) FREKVENCNA SIRINA
Frekvencna Sirina je frekvencni interval znotraj katerega lezi vecji del energije signala

a.) Signal je izrazen z Fourierjevo vrsto

Ce ugotovimo da so koeficienti F(n) za vse n, ki so veéji of 2nF/® zanemarljivo majhni, tedaj je
frekvencni pas tega signala enak F. o=

Geje F(n)~0 za n>—"—
a)l
— frekvenc¢na $irina F [HZ]

b.) Signal ni izrazen z Fourierjevo vrsto

1 j E Izrazava je ekvivalentna drugemu
F = srediSénemu momentu, ki ga dobimo pri
€ 2 © izrazavi z Fourierjevo transformacijo
2
| (t)dt

—00

3.) DIMENZIJA SIGNALA D,

Dimenzija signala je najmanjSe Stevilo temeljnih funkcij potrebnih za
izrazavo signala z zeljeno natan¢nostjo.
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SIGNALI
1.) PERIODICNI SIGNALI

Obicajno: signal

J

St
Signal znamo matemati¢no opisati
in tako predvideti njegov potek

[En

VCasih: motnje

I

I

I

2.) APERIODICNI SIGNALI

Obicajno: signal

I

VCasih: motnje

Defe

- o — 8 5
3.) NAKLJUCNI SIGNALI a% S %
M= 3
Obicajno: motnje SO S
B szl
Vv h . | > Q ¢ =
Casih: signa H c8%
S TTe
2 28385 Vi
ccw ‘r



1.) PERIODICNI SIGNALI

Pri periodiénem signalu se po to¢éno doloéenem ¢asu (perioda) zaporedje
njegovih vrednosti ponovi.

Vsako funkcijo periodiéno na intervalu:
t <t<t+T

lahko izrazimo z zaporedjem ortogonalnih temeljnih funkcij

g, (t)=e"™"  n=0£142,.. a)1=2%1

o0

vobiki: (1) = 3 F (™ U<t sT
_Olo t,+T, _
Kier je: F(n):T—j f (e ™t n=0,+1,%2,..

1t

Transform obstaja ¢e so izpolnjeni Dirichletovi pogoji:

t+T,
1. Absolutna integrabilnost lj‘l‘ f (t)‘dt <0
4

1. f(t) mora imeti na intervalu T koncno Stevilo min. in max ter koncno St. nezveznosti #ﬁﬁl



POSEBEN PRIMER:
Funkcija f(t) naj o realna :> tudi njen Fourierjev par F(n) je realen
Ob upostevanju:
el = cosnet + jsinnet

Lahko iz kompleksne Fourierjeve vrste izpeljemo realno Fourierjevo vrsto:

f(t)= %+i(an cos(nayt)+b, sin(na)lt))
n=1
kjer je

9 t,+T,

a == j f (t)cos(net)dt n=0,12,..
1t
) t,+T,

b, =— | f(t)sin(nmt)dt n=0,12,..
1t

e



Vrnimo se h kompleksni Fourierjevi transformaciji CT
1+ h

f(t)=Y F(n)em = j (t)e "dt
N=—o0 1 tl
Funkcija f(t) in njen kompleksni spekter F(n) tvorita Fourierjev par

f(t)«> F(n)

_27
Spekter je diskreten in obstaja le pri mnogokratnikih prvega harmonika O = T1

Spekter lahko razdelimo na imaginaren Q(n) in realen P(n) del:
F(n)=P(n)+jQ(n)

Ali pa zapiSemo z faznim 6(n) in amplitudnim A(n) spektrom:
=|A(n)[e ™

Q(n)

P(n)

n)|=F (n)F (n) = P*(n)

Kjer je: 6(n)=arctan

e



KRIZNA KORELACIJA PERIODICNIH FUNKCIJ

Imejmo dve periodicni funkciji f,(t) in f,(t) z isto periodo T.

Krizna korelacija je definirana kot:

+T/2

(912 e I t T T
T 55
Ce velja:

f () F(n)  §(t)< F(n)

J L

D, (T) Al

Oziroma:

T
—~~
-
~
L
—~
-
~

Furierjev par!

o0

¢ (7)= Z F ()R, (n)e"™

—0o0

e



AVTOKORELACIJA PERIODICNIH FUNKCIJ

+T/2

1

o, (7)= Tj/z (Of (t+7)dt K
fi(t) ( )
goll(r)(—)F( )F ( ‘F ‘ =D,

(p11 Z‘F ‘ L & ¢

®,, =|F (n)" imenujemo MOCNOSTNI SPEKTER
Ce enaébi vk inyk Y izenaéimo pri argumentu =0 dobimo:

PARSEVALOV STAVEK ZA PERIODICNE FUNKCIJE

‘ 2

+T/2 o 5
= [ 82 (ot= 2R (n)
—T/2 —0

Srednja kvadrati¢na vrednost funkcije f(t) (mo¢€) je enaka vsoti kvadratov absolutnih
vrednosti posameznih harmonskih komponent na celothem frekvenénem podrocju.
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2.) APERIODICNI SIGNALI
Signal je aperiodi€en, €¢e ni mogoc€e naijti nobene periode T za katero bi veljalo x(t)=x(t+T).

Ce periodiéna funkcija zado$éa Dirichletovim pogojem, jo lahko zapisemo kot:

—j w)e'*dw

F(®) je zvezna funkcija kotne frekvence imenovana kompleksni spekter.

0

F (@)= [ f(t)e dt

—00

f(t) in F(o) sta Fourierjev par: f (t) <~ F (60)

F(@)=P(0)+iQ(w)= A(a))ejg(‘”)

Spekter amplitudne gostote'

Kompleksni spekter lahko 5
razdelimo na imaginarni in A(a)) = ‘ F ( \/F \/P )
realni del ali pa na fazni in
amplitudni spekter. Spekter fazne gostote:
Q(@)

% (a)) = arctan

i i



KRIZNA KORELACIJA APERIODICNIH FUNKCIJ
Imejmo dve aperiodi€ni funkciji f,(t) in fy(t).
Krizna korelacija je definirana kot:
+T/2

¢12 :_ j t"‘T

Ce velja —T/2

D> (T) - F1 (Cf))Fz (Cf)) Fourierjev par!

Oziroma:

D, (T) = E

F (o)F, (a))ej””’tda)

[
glg"—'oS

e



AVTOKORELACIJA APERIODICNIH FUNKCIJ

(011(7) :_OO
f,(t) o F (o)
2, (7)o F(0)F (0)=|F (o)

01(7) = [[Fi (@) e"do ok

f()f (t+7)dt K

— 8

:(Dn

‘ 2

®,, =|F (o) imenujemo SPEKTER ENERGIISKE GOSTOTE
Ce enaébi vk inyk Y izenaéimo pri argumentu =0 dobimo:

PARSEVALOV STAVEK ZA APERIODICNE FUNKCIJE

z f2(t)dt= gy I ‘Fl (a))‘2 dw

Energija aperiodi€ne funkcije f(t) je enaka integralu energijske gostote preko
celotnega frekvenénega podroc¢ja.

e



Kaj naredimo ¢€e funkcija ne izpolnjuje 1. Dirichletovega pogoja?

o0

1. Dirichletov pogoj:
absolutna integrabilnost

[]f(t)|dt<eo b

NPR:

3

|]|]|::> Z mnozenjem z e poizkusamo narediti funkcijo integrabilno!

£ (t)=f (t)e™ A

Fourierjeva transformacija je seda;j:

o0

F (@)= [ f(t)e e "dt .

—Q0

Z nadomestitvijo:
P=a+ o
dobimo =——l J

LAPLACE-ova TRANSFORMACIJA

o0

f _olo a+jw
[)=—

(t) i)
f(t)< F(p)

A J

e



3.)NAKLJUCNI SIGNALI

Pri deterministi€nih signalih lahko na podlagi preteklosti dolo¢imo parametre
(amplitudo, fazo, frekvenco,...) s katerimi lahko predvidimo kakSen bo signal v
prihodnosti.

Pri stohasticnih signalih prihodnosti ne moremo napovedati
Ildealni stohasti¢ni signali (popolnoma brez spomina)

Fizikalni stohasticni signali (bliznja prihodnost je odvisna od preteklosti)

e



AVTOKORELACIJA NAKLJUCNIH FUNKCIJ

Imejmo nakljuéno funkcijo f(t) z omejeno srednjo vrednostjo.

1
go“(r):;grolofif(t)f(tﬂ)dt
LASTNOSTI:
1.) SODOST

P (7) = ?h (_7)

2.) PRI 1=0
1 T

goll(o):;iglofj £2(t)dt
T

Autokorelacija nakljuéne funkcije pri argumentu 1=0 predstavlja srednjo mo¢ funkcije.

3. (011(00):0
4.) (011(0)>-‘(011(T)‘ T#+0

e



WIENNERJEV STAVEK ZA NAKLJUCNE FUNKCIJE

Spekter mocnostne gostote @,,(») nakljucne funkcije f(t) je Fourierjev
transform avtokorelacijske funkcije

o0

D, (a)) = _[O¢11 (T)e_jmdf

1 ( — jot
goll(r):gjcbn(a))e Tdw

Funkciji @,,(») in ¢,,(t) sta Fourierjev par

CDH(a))(—)ng(z')

Glede na to kaksen je spekter mocnostne gostote @,,(®) |0CIMO: =———p

e



BELI SUM - Spekter moénostne gostote je konstanten za vse frekvence.

! (Dn(w) I\ (011(7)

OBARVANI SUM - Spekter moénostne gostote je frekvenéno omejen.

A A
D, (o) AN 9 (7)

> — =

) T %ﬁ




PRENOS SIGNALOV SKOZI LINEARNE SISTEME

1. Prevajanje deterministiCnih signalov

2. Prevajanje stohastiCnih signalov

1. PREVAJANJE DETERMINISTICNIH SIGNALOV

Vsak sistem, skozi katerega prevajamo signal, nam informacijo bolj ali manj pokvari.

Vzbujanje sistema z infitezimalno ozkim impulzom §(t) povzroé€i odziv, ki ima od 0 razli€no trajanje.

A

5(t) |

AN

G

h(t) - IMPULZNI ODZIV

A

h(t)

Ce za sistem S poznamo impulzni odziv h(t), lahko izradunamo
odziv sistema na poljuben vhodni signal u(t).



KONVOLUCIJSKI INTEGRAL

Konvolucijski integral povezuje:
y (t) Odziv linearnega sistema
Z
u (t) Vhodnim signalom

h (t) Impulznim odzivom



Na konvolucijskem integralu: PREVAJALNA FUNKCIJA H(w) je

0 kvocient Fourierjevega transforma
y (t) = J- u (r)h (t — 2') dr vhodnega in izhodnega signal
izvedemo Fourierjevo transformacijo. Upostevamo: H ( Y (CU)
W) =———+
y(t)eY(o) u(t)e>U(w) h(t)> H(o) U (a))
Sledi:
A o Ce je vhodni signal delta impulz
Y(w)= I j u (T)h (t—7)dz |e”*dt 5(t), je prevajalna funkcija H(w) kar
—o0 | —o0 Fourierjev transform impulznega

Uvedemo novo spremenljivko: odziva.

x:t—r,oo dx:(f t=X+7 @0[5(1:)] —1
Y(a)):_{oh(x)eijdx_jwu(r)ej“"dr U

U H (@)= 7 [h(1)]
Y (@)= H (0)U (o) ,



2.) PREVAJANJE STOHASTICNIH SIGNALOV

PROBLEM: VHODNI SIGNAL IZHODNI SIGNAL

w — w
NAKLJUCEN l NAKLJUCEN
FOURIERJEV TRANSFORM
NE OBSTAJA

Enacbe:

o0

y(t)= ju(r)h(t—r)dr

—00

y(t)=u(t)=h(t)

Ne moremo prenesti v frekvenéni prostor

Da pridemo do frekvencnih karakteristik si pomagamo z avtokorelacijo!

slr’ o o



Linearni sistem z impulznim odzivom h(t) vzbujamo z nakljucnim signalom u(t).
|Izhodni signal y(t) je:

y(t):zh(a)u(t—a)da

1 T

y(t) avtokoreliramo: (Dyy (Z') = %l_t){)lof_j; y(t) y(t + Z') dt
1|7
(PW(T):}Lq}Oz_r{jh( Ju(t—o da! u(t+7- S)ds}
Zamenjamo vrstni
red integriranja: j dUI dS }I_I}.lo t 0) (t +7— S) dt

—Qo0

j daj s)ds ¢, (o—s+7) *

Avtokorelacijo * Fourierjevo transformiramo N

b ) .
m@\



D, ()= Te‘jmdrj dO‘J s)ds ¢, (o—s+7)

Uvedemo novo spremenljivko:

X=0-S+7 dx=dr T=X—0+S

o0 o0

[h(c)edo || [h(s)e'ds jgouu x)e 1 dx

@, ()=
/] N

Spekter moénostne Konjugirano Spekter moénostne
gostote izhoda kompleksna vrednost gostote vhoda

\ prevajalne funkcije 1 /

¢, (@)=H(o)H (0)0, (o)

Prevajalna funkcija

D, (a)) - ‘H (a))‘z D, (a))

Z nakljuéne signale lahko dolo¢imo izhodni spekter moénostne gostote!

b ) .
m&'\\



SUMNA PASOVNA SIRINA

Imejmo sistem s prenosno funkcijo H(w).

—3dB

loga-;)

Za naklju€ne signale je izhodna moc€ odvisna od:
H (0)) -prenosne funkcije

D, (a)) *spektra moCnostne gost. na vh.

Sumna pasovna Sirina je definirana kot:
j ‘ H D, (w)dw

‘H ‘ ) . ()

n

M, Je referencna (centralna) frekvenca znotraj pasu.

Pasovna Sirina je razdalja med dvemi 3dB to¢kami.

Moc¢ pade na -

Amplituda pade na 1/sqrt(2)

,, ()

log w

.
'



NPR: Preprost sistem in beli Sum! 1 v 1

U, =1, =
+— + joC gy L JoC
U, ol u, un_ 1

u I+ JoRC K

NPR: Tranzistor
ZAKAJ JE TO POMEMBNO? 2
1. Termiéni um baze Us =4KgTryB,
Ker Sumna pasovna Sirina nastopa 2
v enacbhah za dolocéitev posameznih

sSumnih komponent! 3. itd.

2. Kvantizacijski Sum i =2qlB,



RAZMERJE SIGNAL SUM (S/N)

Imejmo sistem s prenosno karakteristiko H(®). Na vhod pripeljemo signal s(t), ki
ima Fourierjev transform S(oo) Na izhodu zato dobimo:

—I w)e'*do K

Pri opazovanju nas na vhodu motl Sum z dano spektralno moénostno gostoto.
D, (®0)=N, (o)
Spekter moénostne gostote na izhodu je:

N, (@)=[H (@) N,y ()

Z integracijo po spektru (Parsevalov stavek) dobimo srednjo kvadrati¢éno
vrednost Sumne napetosti na izhodu.

—J ®)do e d

Razmerje S|gnal $um (S/N) je torej (iz vkin Y % )

2 T H(w)S(w)e'dw 2
[%I} - 217r L“’

jN(w)\H(w)\zdw




Ali lahko razmerje S/N zavzame poljubno vrednost?

Pomagamo s s Schwartzovo neenacbo:

[ (t)g(t)dtT <[ f2(t)dt[g(t)dt , enakost veljace f (t)=kg(t)

Vzemimo: f=H(a)) N(a)) g= S(a)) N

N(a))
f 0)S(w)edw 2 f ® o) a)oo‘s(a))‘2 @ 2
| IH@s dtlﬁ“(zH”di % 1 clstof
o [N@)H (@) 0o o [N@)H (@) 0o 27 = N(o)

Razmerje S/N je omejeno, maksimalna vrednost pa je enaka:

2 S(w ’
] o [




Kdaj je razmerje S/IN maksimalno?

Pomagamo si s pogojem enakosti Schwartzove neenacbe:

f(t)=kg(t) = H(w)/N(a)=k SN(EZ)EW

" S (a)) e‘j“” Prenosna karakteristika

H (a)) = N (a)) optimalnega procesorja!

V primeru ko imamo opravka z belim Sumom sledi:

:—S a))e Jot

PARNOST / \ PREMAKNITEV

e“‘”<—>ft a

Odgovor idealnega procesorja na Diracov impulz je zrcalna slika
vhodnega signala premaknjenega za 1.



