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MATEMATICNO-FIZIKALNI PRAKTIKUM

1. naloga: Iskanje funkcijskih ekstremov

Tako kot pri vseh numeri¢nih metodah kompleksnost metode iskanja ekstremov nara$ca z
dimenzijo prostora v katerem je funkcija definirana. Najbolj robustne in zanesljive metode so
tako razvite za iskanje ekstremov v eni dimenziji. V sploSnem pa ne smemo pozabiti na dejstvo,
da ne obstaja metoda, ki bi avtomatsko nasla globalni ekstrem (minimum ali maksimum), vsaka
metoda se bo slej ko prej ustavila v nekem lokalnem ekstremu. Ali je le-ta globalen in/ali edini
pa je potrebno prouciti naknadno (s poskuSanjem ipd.).

Iskanje minimov ali maksimov funkcije lahko poenotimo z metodami iskanja minimov, saj
za maksime lahko vedno definiramo f — —f.

V eni dimeniziji je napreprostejsa (in najrobustnej$a) metoda zlatega reza. Najprej pois¢emo
tri tocke (a<b<c), za katere velja f(b) < f(a) in f(b) < f(c); tocka b je torej groba ocena minima.
Poskusno tocko x izberemo z kriterijem zlatega reza:

e Tocko x iS¢emo v vecjem od obeh intervalov [a,b] in [b,c].

e Tocko x nato izberemo v danem intervalu tako, da je za zlati rez:

3—5
2

W = = 0.38197

zamaknjena on spodnjega roba intervala, recimo, Ce je [b,c] daljSi interval:

r=b+W-(c—b)

Nato trojico tock transformiramo glede na vrednost f(x), recimo da je spet x € [b,c]:
o Ce je f(b) < f(x), postane novi triplet (a,b,x).
e V nasprotnem primeru, f(b) > f(x), postane novi triplet (b,x,c).

Metodo nato ponavljamo do Zelene natancnosti, pri cemer moramo paziti, da je dosegljiva
natanénost le koren iz numeric¢ne natancnosti racunsih operacij! (npr 10~8 za dvojno natan¢nost
(double precision)).

HitrejSa, a nekoliko labilnejSa metoda, je iskanje minimov z prilagajanjem parabole na tri
zaCetne tocke in oceno novega minima iz minima prilagojene parabole:

ey L= a?[f(b) = ()] = (b= c)’[f(b) - f(a)]
2 (b—a)[f(b) = f(0)] = (0= )f(b) = fla)] *

ki pa odpove(duje) ko so izbrane tri tocke (skoraj) kolinearne. Smiselna je torej ustrezna kom-
binacija obeh metod, poznana kot Brentova metoda.

V primeru, ko je poznana analiticna oblika odvoda iskane funkcije, si seveda lahko pomag-
amo z numeri¢nim iskanjem ni¢le v odvodu (npr z metodo bisekcije).

V vec dimenzijah je problem ustrezno teZji, najrobustnejsa in precej ucinkovita je t.i. Down-
hill simplex metoda, ki jo bralec z lahkoto najde v literaturi in na spletu.

Naloga:




e Z metodo zlatega reza in paraboli¢no ter Brentovo metodo pois¢i ni¢le nekaj polinomov
razli¢nih redov (recimo do tretjega reda) in primerjaj hitrost (St. korakov) in natan¢nost z
to¢nimi vrednostmi.

e Z zgornjimi metodami poid¢i maksimum z?e~* in zopet primerjaj njihovo uspesnost.

e 7 Downhill simplex metodo pois¢i maksimum dvo dimenzionalne Gaussove porazdelitve
ter dvojne 2D Gaussove porazdelitve (kamelja grba).



2. naloga: Izrac¢un Gaussovega integrala

Gaussovo verjetnostno porazdelitev

T —1z0)?

1 (
w(zo, 0, 1) = ﬁ exp <_W>

sreCamo v verjetnostnem racunu in statistiki zelo pogosto. Obicajno potrebujemo verjetnost nad
intervalom, ki se izraza z Gaussovim integralom. Uporabili bomo definicijo iz Abramowitza

erf(z / exp(—t?) dt.
R

Pri ro¢nem delu si seveda pomagamo s tablicami, za racunalnik pa si je treba pripraviti
podprogram. Pregledali bomo naslednje moZnosti:

1. potencna vrsta

erf(z Z

2. asimptotska vrsta

2n+1

m erfc(z) = 1 — erf(2);

2 —1H
2/ exp(2?) erfe(z —>1—|—Z = )

3. racionalna aproksimacija (z > 0)

erf(2) =1 — (at +bt* +ct® +dt* + et®) exp(—2?) + 2(2),

: e(z) <1.5-1077,

p= 3275911, a= .25482 9592, b = —.28449 6736,
c =1.42141 3741, d = —1.45315 2027, e = 1.06140 5429.

Naloga: Primerjaj metode po uporabnosti! Ce je mogoce, primerjaj tudi potrebne Case!
Opazuj konvergenco asimptotske vrste!

Napravi primerjalno tablico erf(z), z = 0(0.2)3 in erfc(z), « = 3(0.5)8 in pripravi
podprogram za izracun erf za poljubne vrednosti (lahko kombinira$ razli¢ne metode)!

Ali je numeri¢na integracija primerljiva z izbrano metodo? Ugotovi, kolikSen interval bi
moral uporabiti pri Simpsonovi integraciji!

Dodatna naloga: Sestavi algoritem za funkcijo, inverzno k erf(z)! Ce imamo uéinkovit
algoritem za racunanje monotone funkcije, je mogoce obratno funkcijo poiskati z bisekcijo ali
podobnim postopkom.
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3. naloga: Grafi¢na predstavitev skalarnih in vektorskih funkcij

Z grafi¢no upodobitvijo — grafom — funkcije ene neodvisne spremenljivke y = f(x) obi¢ajno
ni posebnih tezav, razen tistih seveda, ki se utegnejo pojaviti ob racunanju funkcijskih vred-
nosti. Ko smo izbrali primerno merilo na obeh oseh, tako da so v sliko vklju¢ena in dovolj jasno
prikazana zanimiva podrocja funkcije, je treba presoditi Se, kako na gosto bomo morali funkcijo
izraCunati. Pohlevne in zamudne funkcije racunamo redkeje, tocke pa poveZemo z daljicami, ki
”vodijo oko”, da se v razmikih med zaporednimi toCkami ne izgubimo. Le izjemoma skuSamo
zelo redke funkcijske tocke povezati z interpolacijo viSjega reda.

Vecjo izbiro grafi¢nih sredstev in prijemov uporabljamo pri funkciji dveh spremenljivk, z =
z(x,y), saj moramo na dvodimenzionalnem papirju predstaviti tri dimenzije. Spremenljivki x
in y sta lahko enakovredni, pogosto pa je ena zvezen parameter druzine, n.pr. z = z(xz;y).
V tem primeru izberemo obicCajen graf z osema z in x, v katerega nariSemo nekaj zveznih
funkcij za primerne in nepregoste vrednosti parametra y. Ce je z pohlevna funkcija obeh
spremenljivk, lahko zaporedne grafe druZine “perspektivno” premaknemo in pririSemo tretjo
os. Kadar ho¢emo poudariti enakovrednost obeh neodvisnih spremenljivk, lahko tocke take
sestavljene slike poveZemo tudi v smeri y, da dobimo nekakSno mreZo, ki ponazarja zvezno
ploskev z(x, y). Pri kolickaj razgibanih funkcijah pa obstaja nevarnost, da bo slika s tem postala
nepregledna. Moderni risarski programi zmorejo prikazati tako ploskev kot objekt, se pravi z
realisticnim zveznim sen¢enjem in izracunom zakrivanja.

Za matemati¢no izobraZenega bralca je laZe berljiva slika, v kateri uporabimo ravnino pa-
pirja kot ravnino x,y, vrednosti funkcije pa predstavimo z drugacnimi sredstvi, na primer z
barvo, gostoto senCenja ali Srafure, ali pa najtocneje z izohipsami. NajokornejSa in najmanj
zahtevna varianta te tehnike izvira iz ¢asov, ko so znali tiskalniki tiskati le alfanumeri¢ne znake:
vrednosti funkcije, ki jih naracunamo v ne pregosti mrezi (n.pr. 30 x 30), razdelimo v de-
set slojev, in na ustreznem mestu v tabeli odtisnemo Stevilko sloja. Z grafiénim tiskalnikom
ali zaslonom lahko odtisnemo ustrezen ton sivine: seveda s tem nismo omejeni na deset slo-
jev. Prikaz s stopnjami sivine je posebej primeren za porazdelitve, saj Zelimo prikazati gostoto
neke fizikalne koli¢ine, n.pr. verjetnosti. Ce racunanje funkcije ni ¢asovno potratno in si lahko
privos¢imo gosto mreZo tock, lahko sloje prikazemo izmenoma v beli in ¢rni barvi. Meje med
njimi potem ustrezajo izohipsam funkcije z(x, y).

Prikaz funkcije s pravimi izohipsami je brzkone najpopolnejsi, saj omogoca precej natan¢no
odcitavanje funkcijskih vrednosti, obenem pa podaja globalno sliko. Konstrukcija izohips je
programsko dokaj zahtevna, terja pa razmeroma redko mrezo, zato uporabljamo to tehniko pri
funkcijah, katerih raCunanje je zamudno.

Podobno kot lahko prikaZemo skalarno polje U z ekvipotencialnimi ploskvami U = konst.,
upodobimo vektorsko polje s silnicami. To so reSitve sistema diferencialnih enacb

dx_@_dz

— = 1
Ex Ey EZ Y ( )

torej krivulje, ki imajo v vsaki tocki za tangente vektorje polja. Obicajno Zelimo tudi, da silnice
s svojo gostoto prikazujejo jakost polja, da so gostejSe v mocnejSem polju. Enacbe (1) tega same



ne zagotavljajo, treba je poskrbeti za pravilno izbiro zacetnih tock. Slika torej ni enoli¢na, kar je
drugace kot v primeru skalarnega polja, kjer je slika popolnoma dolo¢ena z izborom vrednosti
potenciala, ki jim ustrezajo narisane ekvipotencialne ploskve.

Zelo lepo pa je mogoce resiti ravninski problem.

e Potencialna polja lahko izrazimo kot E = —V ¢. S pomocjo Cauchy-Riemannovih enacb
zamenjamo potencial ¢ s konjugiranim potencialom ¢, pa se sistem (1) integrira v

W = konst.. (2)
e Solenoidalna polja lahko izrazimo kot B = V x A. Za polje v ravnini z-y velja A =
(0,0, A,). S substitucijo

0A, 0A,
oy By=—%

lahko sistem (1) spet zintegriramo v

A, = konst.. (3)
V enacbah (2, 3) dobimo z izbiro konstante v enakih razmikih silnice ze razmeSCene tako,
kot ustreza gostoti polja.
Naloga: 1zberi primeren prikaz za
1. Planckov zakon za sevanje ¢rnega telesa

d; 27 hv?

dv 2 exp(hw/kT) —1

kot funkcijo frekvence in temperature;

2. resonancno krivuljo
1

V(1= 02)? + 20202

kot funkcijo brezdimenzijske frekvence €2 = w/wy in relativnega duSenja o = 3/ wy.

I =

3. Skiciraj Debyevo funkcijo, ki podaja specificno toploto preprostih trdnin

1z 3du 3
D(x) = 12 3/ _
(@) =120 | o1 Sy =1

kjer je z = T'/O razmerje temperature in Debyeve temperature; tedaj je ¢y = %D % .

Preskusi, kolikSen korak je potreben pri integraciji. Za zelo majhne in zelo velike vred-
nosti z je bolje izdelati analiticne aproksimacije.

4. NariSi silnice magnetnega polja v okolici dveh, treh ali ve¢ dolgih vzporednih vodnikov,
po katerih tecejo elektricni tokovi v isti (nasprotni) smeri. V mrezi tock, ki naj sega
pribliZzno za dva razmika med Zicami v vsako stran, doloci vektorski potencial. Razpon
dobljenih vrednosti razdeli tako, da bo na sliki 5-8 silnic.
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4. naloga: Monte Carlo integracija
Pri integraciji v ve¢ dimenzijah postanejo obiCajne integracijske metode zapletene ter pogosto

racunsko zelo pocasne. Tu priskoci na pomoc statistika. Izhajamo lahko iz izreka o povpre¢ni
vrednosti (zapisan v eni dimenziji, velja v poljubno dimenzijah):

b | N )
a/ f@)wla)de = 30 f(e) = ] M

kjer je w(x) verjetnostna porazdelitev norminirana na intervalu (a, b) in so x; naklju¢no izbrane
vrednosti iz te porazdelitve v intervalu (a, b). Izrek velja to¢no vi limiti ko gre Stevilo meritev
N — o0. Varianca (kvadrat ‘napake’) tako dolo¢enega povprecja je podan s formulo:

Q
[\o}
—

I
T

¥ L)~ (5 X f@)? = e
a - S @

N -1

in pada pribliZno s Stevilom meritev N.

Najlazji primer je izraCun ploScin in volumnov s pomoc¢jo MC integracije. Vzemimo ploskovni
primer: Na kvadratni podlagi s stranico a je lik s povrSino S. Verjetnostna porazdelitev tock naj
bo enakomerna po povrsini kvadrata. Verjetnost, da toCka pade v lik je kar enaka razmerju
plos¢in p = S/a?. Funkcija f opisuje ploskev z pogojem f = 1, &e je totka v liku in f = 0
drugace. Integral v izreku nam res da:

1 S
/f(x)w(x)dx:?/ldx:?:p 3)
a? S
in varianca postane
1—
stf =20 )

kar ustreza binomski napaki pri velikih N kot pri¢akovano.

Pomembno je opazanje, da v primeru, ko obmocje integracije (verjetnostno porazdelitev)
stisnemo na povrsino lika S, postane varianca enaka ni¢ (p=1)! To ugotovitev lahko tudi pos-
plo§imo v primeru integracije poljubnih funkcij. Ce bi radi izradunali integral funkcije g(x) v
intervalu (a, b), uporabimo izrek o povpreéni vrednosti takole:

1 N

[ at@yds = [ 1@yuia)de = 532 fe) = )

=1

pri ¢emer je f(z) = g(x)/w(x). V idealnem primeru bi si torej lahko izbrali w(x)=g(x), kar bi
dalo f(x)=1 po celem intervalu in potemtakem varianco rezultata enako ni€. V realnih primerih
pa si lahko izberemo vsaj funkcijo, ki priblizno opisuje g(x). Pristop se imenuje ‘importance
sampling’ (prednostno vzorcenje).



Tocke x; je v tem primeru potrebno generirati po verjetnostni porazdelitvi w(x). Za izracun
algoritma je osnova naslednja formula:

T b

/w(t) dt =p- /w(t) dt, (6)

a a

ki jo je potrebno resiti in iz nje izraziti spremenljivko X. Za nekatere porazdelitve je izracun
preprost, npr w(z) = ‘e~ 7 nam da kar:

T

x=—1ln(p—1). (7)

Naloge:

e S pomocjo MC integracije izracunaj plos¢ino kroga in volumen sfere ter opazuj padanje
napake s Stevilom izbranih tock. Primerjaj natan¢nost in hitrost metode z raCunanjem
plosCine s pomocjo tock na enakomerni mreZi!

e [zraCunaj integral eksponentne porazdelitve s pomocjo trapezne formule, navadne MC
integracije ter prednostnega vzorcenja, pri Cemer parameter 7 za prednostno vzorcenje
spreminjaj od prave vrednosti postopoma dale€ stran. Primerjaj Case integracij in raCunske
napake!
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5. naloga: Fourierova analiza

Pri numeri¢nem izracunavanju Fourierove transformacije

H(f) = /O; h(t) exp(2mi f1) dt (1)
h(t) = [~ H(f)exp(—2nift) df @

je funkcija h(t) obifajno predstavljena s tablico diskretnih vrednosti
hi, = h(ty), tpr=kA, k=0,1,2,...N—1. (3)

Pravimo, da smo funkcijo vzor¢ili z vzoréno gostoto 1/A. Za tako definiran vzorcu obstaja nar-
avna meja frekvencnega spektra, ki se imenuje Nyquistova frekvenca, f. = 1/(2A): harmoni¢ni
val s to frekvenco ima v nai vzoréni gostoti ravno dva vzorca v periodi. Ce ima funkcija h(t)
frekvencni spekter omejen na interval [— f,, f.|, potem ji z vzorenjem nismo odvzeli ni¢ infor-
macije: kadar pa se spekter razteza izven intervala, pride do potujitve (aliasing), ko se zunanji
del spektra preslika v interval.

Frekvencni spekter vzorcene funkcije (3) spet raCcunamo samo v N tockah, ¢e hocemo, da
se ohrani koli¢ina informacije. Vpeljemo vsoto

N-1
H, = > hyexp(2mikn/N), n=-N/2,...,N/2, 4)

k=0

ki jo imenujemo diskretna Fourierova transformacija, in je povezana s funkcijo v (1) takole:
H(n/(NA))~ A - H,.

Zaradi potujitve, po kateri je H_,, = Hy_,, lahko mirno pustimo indeks n v enacbi (4) teci tudi
od 0 do N. Spodnja polovica tako definiranega spektra ustreza pozitivnim frekvencam med 0
in f., gornja pa negativnim od — f. do 0.

Z diskretno obratno transformacijo lahko rekonstruiramo hy, iz H,,

1 N-1
hy, = N > H,exp(—2mikn/N). (5)
n=0

Kolic¢ine h in H so v sploSnem kompleksne, simetrija v enih povzroci tudi simetrijo v drugih.
Zarealne h so H paroma konjugirani, H(—f) = H(f)*.

Naloga:

1. IzraCunaj Fourierov obrat nekaj enostavnih vzorcev, npr. raznih meSanic izbranih frekvenc.
Primerjaj rezultate, ko je vzorec v intervalu periodicen (izbrane frekvence so mnogokrat-
niki osnovne frekvence), z rezultati, ko vzorec ni periodi¢en. Opazuj pojav potujitve na
vzorcu, ki vsebuje frekvence nad Nyquistovo frekvenco. Napravi Se obratno transforma-
cijo (5) in preveri natan¢nost metode.



2. IzraCunaj Se Fourierov obrat Feigenbaumovih zaporedij. Ta so podana z rekurzivno zvezo

Yn+1 = ayn(1 —yn),

katere limitni cikli so zelo pestro odvisni od vrednosti parametra a. Za vrednosti a < 3
zaporedje konvergira, za 3 < a < 3.57 dobimo vrsto bifurkacij, ki se kon¢ajo v kaoticnem
gibanju. To traja vse do meje stabilnosti a = 4, prekinjajo pa ga otoki ”¢udnih” ciklov z
vsakokratnimi bifurkacijskimi sekvencami.

Pri izbranem « in zacetni vrednosti za y najprej doloceno Stevilo ¢lenov zaporedja zavrzemo,
ker so iz prehodnega obdobja”, nato pa jih primerno Stevilo (potenco Stevila 2) zberemo
in napravimo obrat (4).

Priporocljivo je izbrati N = 128 ali 256, za a pa so zanimive vrednosti 3.702, 3.74,
3.961, 3.9778 in njihova okolica. Prikazi realno in imaginarno komponento ter absolutno
vrednost H,,.
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6. naloga: Lastne vrednosti simetri¢nega tenzorja

Simetri¢ni tenzor A ranga j ima lastne vrednosti a; in njim ustrezne lastne vektorje x;,
dolocene z
Ami:aimi, Zzl,...,].

Lastne vrednosti lahko poiS¢emo iz sekularne enacbe, ki ustreza matriki
A—a-1.

Za velike matrike je taka prevedba na algebrajsko enacbo neprakti¢na in tudi sicer neu-
porabna, ker so koreni enacbe preobcutljivi na napake koeficientov. V takem primeru raCunamo
raje neposredno

Det (A—a-1)=0.

Izberemo metodo za hitro raunanje determinant in dolo¢imo nicle te enacbe z bisekcijo ali
kako podobno metodo.

Najvecjo lastno vrednost dobimo lahko tudi s potencno metodo: s poljubnim zacetnim pri-
blizkom (%) za lastni vektor vstopimo Vv iteracijo

Y = Az g = gy

kjer je a normalizacijska konstanta, s katero renormaliziramo vektorje «(*) na stalno velikost.
Ko se zaCne v postopku vektor & ponavljati, je a dober priblizek za lastno vrednost, « pa za
ustrezni lastni vektor. Podobno lahko poiS¢emo tudi najmanjSo lastno vrednost, ki je enaka
najvedji lastni vrednosti A~'. (Ko v matriki ranga 4 dolo¢imo najveéjo in najmanjso lastno
vrednost, nam za drugi dve preostane le Se kvadratna enacba.)

Naloga: doloci lastna nihanja in lastne frekvence sistema, ki ga sestavljajo tri uteZi z masami
my, ma, ms, ki so zaporedno pripete s Stirimi vzmetmi s konstantami ky, ks, k3, k4, med dve
nepremicni steni in med seboj. Ce so konstante vzmeti in mase uteZi izbrane tako, da ima
sistem kako simetrijo, npr. k; = ky,ko = k3,m; = mg lahko nekatere lastne nacine uganes.
Pois¢i tudi lastna nihanja sistemov, ki niso simetri¢ni!
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7. naloga: Enacbe hoda

Med najpreprostejSe fizikalne modele sodijo enacbe, ki povezujejo vrednosti spremenljivk
sistema z njihovimi ¢asovnimi spremembami. Tak primer je enacba za ¢asovno odvisnost tem-
perature majhnega, dobro prevodnega telesa, ko lahko zanemarimo krajevno odvisnost: enacbo
hoda dobimo iz energijskega zakona. Vzemimo primer Zarilne nitke, ki jo grejemo s tokom
(glej knjigo!), le da bomo namesto izmeni¢nega toka uporabili tokovni sunek iz kondenzatorja:

dr

2t
 —_— = 2 . [RE— R 4
me: RIj - exp ( C’) oST".

Z vpeljavo brezdimenzijskih spremenljivk dobimo enoparametri¢no enacbo

Zz = a - exp(—2r) — u®. (1)
Zanemarili smo sevalni tok, ki ga nitka prejema iz okolice, zato se bo temperatura po dovolj
dolgem casu poljubno priblizala absolutni ni¢li: to pomeni, da reSitve ne kaze vleci predolgo.
Da se izognemo tudi preracunavanju zacetne temperature, nas bodo zanimali samo zelo mocni
tokovni sunki, ko lahko zaCetno notranjo energijo nitke zanemarimo. K enacbi (1) sodi torej
zacetni pogoj u(z = 0) = 0.

Preiskali bomo uporabnost razlicnih metod za reSevanje enacbe (1). Sledec fizikalnemu
obcutku lahko v najbolj grobi inacici zapiSemo

u(x—i—h):u(:c)—l—hd—u

. 2)

T

Diferencialno enacbo smo prepisali v diferencno: sistem spremljamo v korakih h. Metoda je
vedno stabilna, le groba: za vec¢jo natan¢nost moramo moc¢no zmanjsati korak. Za red boljsa
(O (h?)) je simetrizirana formula

du
h) = u(z —h) +2h - &
u(z +h) =u(z )+ I

; 3)

ki pa je praviloma nestabilna. Zeleli bi si pravzaprav nekaj takega

h ldu ]
z+h 7

u(x + h) :u(x)+§~
le da ne poznamo odvoda v kon¢ni tocki intervala. Pomagamo si lahko z iteracijo.
Namesto intuicije lahko uporabimo tudi matematiko. Za splo$no rabo sta izpeljana dva
tipa metod: algoritmi prediktor-korektor in metode Runge-Kutta. Lotimo se jih, Ce je zahte-
vana spodobna natan¢nost (pod 1 %): tedaj tudi ne skoparimo, izberemo vefinoma cetrti red

O (h°)).

Naloga: za a = 10 preskusi metodi (2) in (3) ter Se katero od omenjenih boljSih. KaksSen
korak je potreben? Izberi metodo (in korak) za izra¢un druZine resitev pri a = = 2(4)18!

L du
dx

T

dx




V premislek: kakSno metodo bi uporabil, ¢e bi posebej natancno Zelel dolociti maksimalne
temperature in trenutke, ko nastopijo?
Dodatna naloga: ¢e ne zanemarimo sevalnega toka iz okolice, postane enacba (1) dvoparametricna:

du o A
ke exp(—2x) — b(u" — 1). 4)

vve
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8. naloga: Newtonov zakon

Gibanje masne tocke v polju sil se opiSe z diferencialno enacbo drugega reda

d*x
m — =
dt? ’

¢e se omejimo na gibanje vzdolZ ene same koordinate z. Enacba je seveda enakovredna sistemu
enacb prvega reda
m— = — =F
a Pt
Kadar sila F' ni odvisna od hitrosti, obstaja za gornji sistem poleg standardnih metod (Runge-
Kutta) tudi posebna trapezna shema, ki je presenetljivo tocna in periodi¢no stabilna

z(t+h) =x(t) + hu(t + ;h),

1 1 F(z(t),t
u(t + §h) = u(t — §h) + hi(x( ) )
Pomozna spremenljivka u je le slaba aproksimacija za hitrost, Se najbliZe ji je v vmesnih to¢kah
(h/2), zato jo tja tudi pripisujemo. V resnici je u zgolj prva diferenca .

Sistemu je mogole Se zvisati red od O (k%) na O (h®), e ¢lenu F/m dodamo $e 1/12
njegove druge diference. Shema tedaj ni veC eksplicitna, pomagamo si z iteracijo, tako da
drugo diferenco najprej ocenimo, nato pa zares izratunamo. Metode bomo primerjali na zgledu
matemati¢nega nihala z enacbo v brezdimenzijski obliki

o | na =0

— +sinx =

dt? ’
kjer pomeni x zasuk od mirovne lege, z izbiro enote za ¢as pa smo postavili w = 1, kar pomeni,
da je za majhne amplitude nihajni ¢as 2.

Naloga: Gornjo shemo in izboljSano inacico ter metodo Runge-Kutta primerjaj za nihanje
z zaCetnim pogojem x(0) = 1, v(0) = 0. Pois¢i korak, ki zado$¢a za natan¢nost na 3 mesta.
Primerjaj tudi periodi¢no stabilnost shem: pusti, naj teCe racun ¢ez 10 ali 20 nihajev in ugo-
tovi, koliko se amplitude nihajev sistemati¢no kvarijo. Pomagas si lahko tudi tako, da obCasno
izraduna§ energijo E = 1 — cosz + 1 (dx/dt)*.

Opozorilo: Obe shemi bosta tekli z dosegljivo natan¢nostjo, ¢e poskrbis, da bo tudi zacetek
racuna (u(h/2)) izraCunan v tolik§nem redu, kot ga doseZe metoda. Z analiti¢no resitvijo do-
bimo za nihajni &as 4 K (sin 52(0)), kjer je K (u) popolni eliptiéni integral prve vrste: K (sin 0.5)
1.6750.

d*x

dt?
kjer je (3 koeficient duSenja, v in wy pa amplituda in frekvenca vzbujanja. Diferen¢na shema za
u je sedaj implicitna; pomagaj si z iteracijo.

dx . :
+ ﬁ% + sinx = v sin wyt,
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9. naloga: Robni problem lastnih vrednosti

Za majhna precna nihanja prosto viseCe tezke vrvi smo izpeljali enacbo

L))
dy \” dy g ’

kjer pomeni z amplitudo in y koordinato vzdolz vrvi, Steto od prostega konca navzgor. IS¢emo
lastne frekvence w, g pa je pospesSek prostega pada. Robna pogoja zahtevata

2(0) omejena, z(l) = 0.

Za analiticno reSevanje ta pogoj zadosSca, ker je enacba pri y = 0 singularna. (ReSitve so
Jo(jos\//1). Kier je jos s-ta nicla funkeije Jo; w = 1/g/1 jos.)

Pri numeri¢nem resSevanju razdelimo definicijsko obmocje na N enakih intervalov h = [/N.
V delilnih toc¢kah zapiSemo diferen¢ne aproksimacije:

1
i (Zip1 — 22 + zim1) + §(Zz'+1 — zi_1) + hpz; = 0,

i=1,2,...,N—1,  zy=0.

Lastna vrednost h - p = [/N - w?/g je tista, pri kateri ima sistem netrivialno reSitev. Manjka
nam $e ena enacba; vzamemo lahko tisto pri ¢ = 0, ¢e uporabimo nesimetri¢no aproksimacijo
za prvi odvod.

Gornji sistem lahko reSimo z diagonalizacijo ali s streljanjem: iS¢emo vrednost p, pri kateri
zadanemo v z = 0 pri y = [, ¢e zatnemo pri y = 0 s poljubno vrednostjo. Osnovno lastno
frekvenco pa lahko dolo¢imo tudi s poten¢no metodo (iteracijo).

Za gornji primer obstaja Se zanimiva varianta: z uvedbo nove spremenljivke izlo¢imo lastno

vrednost: p p p
U u
X (x dx) Fu=0, u(0)=- (m«) (0)=1 (M)

ter reSujemo od x = 0 s poljubno zacetno vrednostjo (u = 1) ter odvodom du/dx = —u = —1.
Tocno dolo¢imo vrednosti x, pri katerih reSitev preseka os x: iz njih dobimo lastne vrednosti.

Naloga: Doloci najnizje tri lastne frekvence in nacine nihanja vrvi s streljanjem in z metodo
(1). Primerjaj s poljubno metodo diagonalizacije (kot v nalogi 6).



MATEMATICNO-FIZIKALNI PRAKTIKUM

10. naloga: Zacetni problem PDE — diferen¢na metoda

Diferen¢ne metode za aproksimativno reSevanje parcialnih diferencialnih enacb so Siroko
uporabne, saj niso omejene na preproste geometrije in linearne robne pogoje. Pri aproksimaciji
odvodov s kon¢nimi diferencami se obi¢ajno zadovoljimo z najniZjim moZnim redom, formule
vi§jega reda so zelo rade nestabilne. Tu bomo delovanje diferen¢nih metod preskusili na difuz-
ijski in valovni enacbi.

Temperaturno polje v homogeni neskon¢ni plasti s kon¢no debelino a (enodimenzionalni
problem) je podano z enacbo

or 0T A

— = —4—1, 0<z<a, D=—.

ot dz?  pe pc
z zaCetno temperaturno sliko 7'(z, ¢t = 0) = G(z). Difuzijsko enacbo najpreprosteje aproksimi-
ramo z

UHLJ]{; Uij _ p. Yigtl QZ;,J t+ Uij—1 10, (1)
kjer Stejemo z indeksom ¢ Casovne sloje v razmikih At = k, z indeksom j pa oznacimo krajevne
tocke, 0 < 7 < N v enem sloju. Ob Casu ¢t = 0 je z zaCetnim pogojem podan prvi sloj, ¢ = 0,
iz njega izraCunamo drugi sloj, in tako naprej. Enacba (1) velja za vse notranje tocke, obe
robni tocki pa dolocata robna pogoja. Ta eksplicitna shema je preprosto izvedljiva in stabilna
zap = Dk/h? < 1/2, ni pa posebno to¢na, saj je v casovnem odvodu le prvega reda. Nekoliko
to¢nejsa postane za p = 1/6, vendar napredujemo pri tem koraku zelo pocasi, saj predifundira
resitev Sele v 6 N2 korakih od enega konca krajevnega intervala do drugega.

BoljSa je Crank-Nicholsonova shema, ki je drugega reda v Casu: Casovno diferenco na levi
strani enacbe (1) izrazimo z aritmeti¢no sredino krajevnih diferenc v sloju ¢ in sloju 7 + 1.
Novih vrednosti v sloju 2 + 1 ne dobimo eksplicitno, pac pa kot reSitve tridiagonalnega sistema
enacb. Ker je Casovna zahtevnost takega sistema le ~ NV, se z racunom ne zamudimo dosti
dlje, stabilnost pa je zagotovljena za poljubno velik korak. Ker reSujemo enacbo s konstantnimi
koeficienti, je tudi matrika sistema vedno ista, spreminjajo se le desne strani:

(=pujir + (2p + 2)u; — puj-1)iy1 = (pujs1 — (2p — 2)uy + puj1); + 2kQ.
Nihanje strune opisuje enacba

0?2z, 0%

@—C@, 0<ZU<(I7

kjer sta predpisana zacetni odmik z(z,¢ = 0) = f(z) in zaetna hitrost 0z/0t|,—y = g(x).
Za valovno enacbo obstaja stabilna eksplicitna metoda drugega reda v ¢asu. Dobimo jo, ¢e v
enacbi (1) zapiSemo Casovni operator na levi strani kot

(Uiv1y — 2uij + Ui )

k?




Vrednosti na ¢asovnem sloju ¢ 4 1 izrazimo s slojema ¢ in ¢ — 1. Zacetna sloja dobimo iz dveh
zacetnih pogojev: za funkcijo in za njen ¢asovni odvod. V posebnem primeru, ko so zacetne
hitrosti povsod enake 0, morata biti sloja? = 1 in ¢ = —1 enaka in velja

1 (ke\’
U,QJ‘ = U’Lj —+ 5 . ﬁ . (U1’j+1 — .. )

Metoda je stabilna za kc/h < 1, kar pomeni, da zados¢a ~ N korakov za pot vala od enega
konca intervala do drugega. Vecji korak omogocajo implicitne metode, vendar z njimi ne
moremo pridobiti dosti.

Naloga: Zasledovali bomo ¢asovni razvoj dveh problemov z robnimi pogoji I. vrste.

1. Poisci temperaturni profil plasti, ki ima v zacetku povsod temperaturo okolice, le med
0.2a in 0.3a je segreta na 7. Prav tako se ob ¢ = 0 vkljuci stalno gretje, ki sprosca v
plasti med 0.5a in 0.75a mo€ z gostoto 0.25Ty\/a?. Narisi T'(x, t) ob Dt/a* = 0 (0.3) 3!

2. Poisci obliko strune, ki ima v zacetku trikotno obliko z vrthom pri z = 0.4a, za Case
wit/m = 0(0.2) 2! Zacetna hitrost naj bo povsod 0.

Dodatna naloga: Obravnavaj gibanje verige enakih nihal, od katerih je vsako elasti¢no sklo-
pljeno z enako oddaljenima sosedoma. Ce merimo Cas v enotah 1/w in je w kroZzna frekvenca
posameznega nihala v limiti majhnih odmikov, doloca zasuk z-tega nihala

d?0;
dt?

=a (01 —20; +6,_1) —siné;,

kjer je e razmerje sklopitvenega koeficienta ter zmnozka teZe in dolZine posameznega nihala.
(Krajevni diferencni operator na desni, s katerim pri parcialnih diferencialnih ena¢bah nadomes-
timo diferencialni operator d?/dz?, je tu eksakten opis sistema.) Poskusi z zadetnim pogojem

do;| 4 U exp (v(i —1ip))

6;(0) = 4 arctg (£exp (v(i —1ip))), T +exp (27 —ig))’

ki opiSe soliton s srediS¢em pri nihalu ¢y. Tu je —1 < u < 1 normirana hitrost samotnega vala

iny = 1/4/a(l —u?). Razli¢na predznaka ustrezata solitonoma z nasprotnima vijacnostma.
Oglej si trk solitonov z enakima (nasprotnima) vijacnostma! Smiselno je izbrati a ~ 3.



