NALOGA: Po cesti vozi tovornjak z hitrostjo 80 km/h. Tovor-
njak je dolg 8 m, Sirok 2 m in visok 4 m in ima maso 14 ton. S
strani zacne pihati veter z hitrostjo 150 km/h. Ob nekem casu vo-
znik zaspi in ne upravlja vec z tovornjakom. Kdaj in koliko metrov
od tocke, kjer je voznik zaspal, se bo tovornjak zaletel v zas¢itno
ograjo ob cesti, od katere je bil na zacetku oddaljen 2 m? Koefi-
cient trenja med cesto in kolesi v prec¢ni smeri je 0.25, v vzdolzni
smeri pa 0.05. Koeficient zracnega upora znasa 1.1, gostota zraka
pa 1.2 kg/m?3.

V smeri pozitivne osi x deluje sila upora vetra, ki premika tovornjak v
smer pozitivne osi x, zato v nasprotni smeri delujeta sila upora zraka in sila
trenja. V smeri pozitivne osi y se tovornjak giblje naprej, zato v nasprotno
smer zopet delujeta sila upora zraka in sila trenja, v negativno smer osi z
deluje sila teze, v nasprotno smer pa sila podlage:
voy = 80 km/h = 22.2 m/s
a=8m b=2m c=4m
m = 14 ton = 14000 kg
v, = 150 km/h = 41.7 m/s
ky = 0.05 ki = 0.25
cu =11 p, =12 kg/m3
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Najprej zapisemo 2. Newtonov zakon za cel sistem v vektorski obliki:
Fy+ Fyy+ Fo+ Ey+ Foy+ F, + F, = ma.
( Fv: 07 0) + (_tha Oa O) + (_Fuxa 07 0) + (07 _Fty7 0) =+
( 0,—F,y,0)+(0,0,—mg) + (0,0, F,) = m(ay, ay,a).

V posameznih smereh tako dobimo enacbe:

x : F,— Fi — F,, =mag, (1)
o —Fy — Fuy = may, (2)
z : —F,+F,=ma, =0. (3)

V z smeri se tovornjak ne giblje: a, = 0.
Ozna¢imo trenutno hitrost in trenutni polozaj tovornjaka (upostevamo, da
se v z smeri ne giblje):

U(t) = (va(t),0y(t),0)
rt) = (2(1),y(1),0).

Oznacimo Se zacetno hitrost in polozaj:

?To(t) = (O,’on,O)
7o) = (0,0,0).

Razpisemo Se izraze za posamezne sile:

1
F, = icupzac(vv —v,)?, (4)
tu nastopa razlika med hitrostjo vetra in hitrostjo tovornjaka v x smeri,
torej relativna hitrost med tovornjakom in vetrom, saj se tako veter kot
tovornjak gibljeta v pozitivno smer osi z. Upostevali smo, da je precni presek
tovornjaka glede na smer gibanja v osi x enak ac.
1 2
Fux = §CuPzGCUxa (5)
tu nastopa samo hitrost tovornjaka v x smeri, saj je na desni strani tovornjaka
zrak na miru, tovornjak pa se giblje v smeri osi x z hitrostjo v,. Precni presek
je enak kot pri sili vetra, ac.

1
F, = Ecupzbcv; (6)
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tu nastopa hitrost tovornjaka v y smeri, saj je zrak na miru, tovornjak pa se
giblje v smeri osi y s hitrostjo v,. Precni presek glede na smer gibanja v osi
y pa je enak be.

Em - kthpa (7)
F ty ktyF P> (8)
F, = mg. 9)
Iz enacbe za smer z dobimo: F, = mg. To in izraze za posamezne sile

vstavimo v enacbi za smer x in y:

1
T §cupzac(vv —v,)? — kypmg — §cupzacvfc = may,

1
y —écupzbcvi — kyymg = ma,,.

Iz teh enacb izrazimo pospeska:

1

T §cupzacv3 — CuPLaCVU U, + §cupzacv§ — kyymg — §cupzacva23 = may,
CupP-aCV? Cu P2 ACU,
Qg = Q - ktzg - p—vwa (10)
2m m
' _cupsbe
yoroay= oy - kiyg. (11)
Smer osi z:
Uporabimo definicijo pospeska:
dv,  cup.acv? Cu P2 ACU,
a,(t) = = ——— — kg — ————,. 12
®) dt 2m el m (12)

Dobili smo diferencialno enac¢bo za funkcijo v,(t). Lo¢imo spremenljivki in
integriramo po ¢asu od casa 0 do nekega casa ¢, po hitrosti pa potem od
zacetne hitrosti do hitrosti ob nekem casu t:

vz (t) dvm t ” .
—o cupzacvl L _ Cupsacuy,, o 0 -
Vox = om t(ﬂg m x

Preden integriramo, poizkusamo narediti integral brezdimenzijski. V ta na-
men izpostavimo iz imenovalca na levi strani vse ¢lene, ki ne vsebujejo v,:

va (t) dv
| prrr——
0 (cupzacvv o ktxg)(l o Cu Pz ACUy Ua:)

2m (&2 acv
m( up2zm L —ktzg



= 1.

1 ve (t) dv,
Cupzacvi kg /0 ] — - Cupzacu

T z
2m 5 CupzacvZ—kizmg

Vse, kar stoji zraven v,, mora biti izraz oblike 1 deljeno z neko hitrostjo, da
se enote pokrajsajo, tako lahko definiramo hitrost:

scupzacvl — kymg 1 kexmg
‘/Oac - =V =
CuP~ACU, 2 Cu P~ ACU,
1 0.25 % 14000 kg « 9.81 &
TR g - & 2 1362 (13)
2 s 11%1.2 5 +8mx4m=*41.7 % S
Dobimo: " ,
Ve dv, CuP-ACY
o ( < — ktxg)t

Uvedemo novo spremenljivko u = v,/ Vo, du = dv, /Vo,:

/“(t) du 1 (cupzacvg
0 l—u  Vy 2m

Kar stoji zraven ¢ na desni strani, mora biti izraz oblike 1 deljeno z nekim
casom, da se enote pokrajsajo, tako lahko definiramo cas:

Vow
TO{Z‘ = 0 =

Cupracv -
p2m - ktxg
1.36 &
1.1%1.2 58 48 msd m=(41.7)2 :12 = 7.965 s. (14)
w2 —0.25%9.81

Izraz smo tako prevedli v brezdimenzijsko obliko:

u®) gy t
/0 1—u_T_0m'

Uvedemo novo spremenljivko w =1 — u, dw = —du:
vt du t

%=

Lu(w(t) ~Ln(1) = —7—

w(t) = e_TST,

1— Uz—(t) — ¢ T

Voa
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Tako dobimo izraz za hitrost tovornjaka v x smeri kot funkcije casa:
V() = Vpu(1 — & Tox). (15)

Sedaj uporabimo Se definicijo hitrosti:

_dac

= = = V(1 —e ™). (16)

(1)

Loc¢imo spremenljivki in integriramo od c¢asa 0 do nekega casa ¢, ter od
zaCetnega polozaja v smeri x do nekega polozaja z(t):

z(t) t ;
/ dx:/ Vool — 7 T57).
xo=0 0

2(t) = Vou(t + Towe 02| = Voot + VouTowe 05 — Vo Ta-

Dobimo:

Definiramo Se:
Xo = VouTpw = 1.36 ? %7.965 s = 10.83 m. (17)
Dobili smo izraz za odvisnost koordinate z od ¢asa:
2(t) = Xole Tor — 1), (18)

Smer osi y:
Uporabimo definicijo pospeska:

_dvy  eypbe

ayt) = 2 = —SL g (19)

Dobili smo diferencialno enacbo za funkcijo v, (t). Lo¢imo spremenljivki dt in
dv, ter integriramo po casu od casa 0 do nekega casa ¢ in hitrost od zacetne
hitrosti do neke hitrosti ob casu ¢:

vy (t) duv 3
/ —— j = / dt = t.
vy T am Yy~ kg Jo

Yy

Zopet naredimo integral brezdimenzijski, tako da izpostavimo v imenovalcu
vse clene, ki ne vsebujejo vy:

vy () de
/ cupzbe | 9 =1
voy  —kiyg(l 4 S4=202)

y 2mkiyg Y

b}



Definiramo novo hitrost:

2mk 2 % 14000 kg * 0.05 * 9.81 3
Voy = 4| od 5 < _ 36.06 .
cupzbe 1112 8 %2mx*4m S
Dobimo: "
v dv
/ 1 y”5 = ~hugt.
Voy + Wgy
uvedemo novo spremenljivko u = v,/ Vo, du = dv,/Vp,:
/u(t) du _ ktygt
uQ 1+ u? be ‘
Uvedemo nov cas:
7 36.06 ™
Toy = —2 = S — = 73.52
" g 0.05%981 % i
Dobili smo brezdimenzijski izraz:
/“(t) du t
uo 1 + U2 - TOy
t
arctan(u) " = arctan(u(t)) — arctan(ug) = ———
Toy
Uporabimo enakost:
tan(z) — arctan(y) = arctan(;~—")
arctan(x) — arctan(y) = arctan
Y 1+axy”’
Dobimo:
u(t) — g t
arctan(————) = ——,
(1 + U(t)UO) TOy
t
u(t) —uy = tan(—T—)(l + u(t)ugp),

Oy
Uy — tan(Ti)

1+ tan(T—)

u(t) =

Dobili smo izraz za hitrost v, kot funkcije casa:

v t
2 tan (L)

Wy T tan (7))

vy (t) =

6

(20)

(21)

(22)



Oziroma, ¢e definiramo:

A= = 0.6156, (23)

je izraz za hitrost v y smeri:

voy — Vo tan(%y)

t) = 24
vy(?) 1+ Atan(%y) (24)
Sedaj uporabimo Se definicijo hitrosti:
dy A — tan(5-)
t) = £ = v, 2
o) =G "1+ Atan(Z-) (25)

Loc¢imo spremenljivki in integriramo od ¢asa 0 do nekega casa t, ter od
zacetnega polozaja v smeri y do nekega poloiaja y(t):

y(t) — (T_>
e [ [0
/yoO 0y1+ ytan( )

" /t dt . /t tan(Tiy)dt
Yy\t) = "o v — Vo v :
Y Jo 1+%tan(ﬁ) o T £ tan (TL)

Uvedemo novo spremenljivko u = t/Ty,, du = dt/Tp,:

“ du “ tan(u)du
t) = vo, 1 —_—— V0, 1 ——————— = oy Loy [1— Vo, Ty 2.
y(t) = voy Oy/O 1+1‘%tan(u) Oy Oy/O 1+ Oy tan( ) VoyLoyl1—VoyLoyL2

Dobimo:

Integrala lahko pogledamo v tabele (oz. izracunamo z Mathematico), znasata
pa:
1 Voy

L, = u + —Ln(—sin(u) + cos(u))),
1 UOyﬂ( (g sin(u) + cos(u)

1
]2 = U ( on
Oy + 1 %y

— Ln(% sin(u) 4 cos(u))).

Tako dobimo:

Tp, 22
UOyTgyU VoyToy Voy &
2
v Yo
7t 1 —5’ +1
Y

0

y(t) =

Voy L Tt
Oy OyVOyL ( Voy Sln( )+COS(U))+ be Oy Ln( Sln( )+COS<U))-

on _'_1 %y Oy +1 ‘/by



Prva dva ¢lena se pokrajsata, v drugih dveh pa izpostavimo logaritem:

w3, Toy + Vi, T
y(t) = Ln(= sin(u) + cos(u))—2 OyUQ oyloy
Yoy Vo (7 +1)

= %yToyLn(;}/—zy sin(u) + cos(u)).
Y

Definiramo razdaljo Yj:
Yo = Vo, Ty = 36.06 M 73525 = 2651 m (26)
S
Dobili smo izraz za spreminjanje koordinate y v odvisnosti od casa:

y(t) = Yoln(A sm(Ti) + cos(=)). (27)

Oy T(Jy

Resitev:
Ob casu t = T se tovornjak zaleti v steno. Takrat sta koordinati tovornjaka:

2(T) = 1= Xo(e T — 1)+ Vi, T, (28)
y@>=m:mmmm@%www%» (29)

Iz enacbe za koordinato x lahko izrazimo 7T'. Tega se ne da izraziti analiti¢no,
vendar (Ce izrazimo T z pomoc¢jo Mathematice), dobimo izraz:

[ L
T =Ty + o+ ToW(—e %), (30)
Ox

kjer je W Lambertova funkcija, to je neanaliticna funkcija, ki je obrat funkcije
f(W) =We . Ko vstavimo $tevilke, dobimo:

T =5.382s (31)
Izrac¢unani T" nesemo v enacbo za koordinato ¥, in dobimo:
y1 = 52.81 m. (32)

Tovornjak se torej zaleti v steno 5.382 sekunde po tem, ko voznik zaspi,
to pa se zgodi 52.81 metra naprej od mesta, kjer je voznik zaspal.



Odvisnosti vseh izrac¢unanih koli¢in od ¢asa:

Hitrost v smeri z:

Vx(®)
0.8

06+

0.4+

0.2t

Polozaj v smeri x:

X(®)
30¢
25¢
20¢
15¢
10¢
05¢

Hitrost v smeri y:

vy(t)

15¢

10}

20\

Polozaj v smeri y:

y(®
140+
120¢
100 ¢
80+
60 ¢
40t
20¢

Vx(D)

12}
10}
08¢
06}
04t
0.2t

X(t)

50
40t
30
20
10t

10

20

30

40

vy

20¢
15¢
10t

10

20

30

50

y(®
400

300}
200¢
100 ¢

10

20

30

10

20

30

40

-t
50



