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Naloga:

Pri tej nalogi smo se spoznali s Schrodingerjevo enac¢bo in na¢inom za reSevanje te enacbe. Uporabil
sem metodo Numerova z uporabo zacetnega razvoja funkcije. Metoda se je izkazala za zelo natanc¢no,
preko nje pa smo lahko dolocili tudi lastne vrednosti in lastne funkcije problema. V prvem delu naloge
smo iskali vezavne energije vodikovega atoma in ustrezne valovne funkcije za razli¢ne vrednosti vrtilne
koli¢ine, v drugem delu naloge pa smo resevali model propagacije monokromatske svetlobe v snovi in iskali
disperzijsko relacijo.



Del I
Lastne energije vodikovega atoma

1 Naloga

Razis¢ najugodnejsi postopek za reSevanje radialnega dela Schrédingerjeve enac¢be s Coulombskim poten-
cialom. Uporabis lahko metodo Runge-Kutta, Se boljsa pa je metoda Numerova, ki jo priporocajo za ta
tip problemov in je za red boljsa od RK4. Natan¢nost metod lahko preveri§ s to¢nimi lastnimi funkcijami.

2 ResSevanje

Za vodikov atom ima enacba obliko:
a2 2 I(l+1
NUESY

dz? = 2 ¢ R(z)=0, R(0)=0, R(c0)=0, (1)

Ce je ¥(x) = R(x)/x, x =r/a, e = E/Ey, a je Bohrov radij in Fy = 13.6 €V. Za reSevanje sem uporabil 2
razliéna postopke, ki sta:

e Metoda Numerova z uporabo prej definiranih 2 tock
e Metoda Numerova z uporabo prej definiranih 3 tock

Natanc¢nosti razlicnih metod sem tudi primerjal med sabo.

Pri metodi Numerova enac¢bo &2
i+ @) @) =0 )

zapiSemo kot

B2 542 B2
(1 * 12]““) virr =2 (1 - kz) (l TLE 1) yi-1 =040 (h°). (3)

Reseval sem v programu Matlab, ki se je v tem primeru izkazal za veliko hitrejSega od Mathematice.
Podatke sem nato vseeno predstavil s pomocjo Mathematice. Sirino koraka sem v vsch primerih imel
fiksno h = 5 x 1074, dolzino pa sem spreminjal glede na obliko funkcije, oziroma glede na natanénost
pogoja R(co) = 0. V prvem primeru metode Numerova sem potreboval y(h) = C, kjer je C' poljubna
konstanta, ki pade stran pri normalizaciji, v drugem primeru metode Numerova pa sem uporabil razvoj

funkcije y(z) = ag + a1 + asx® + --- za doloéitev dodatne tocke y(2h), kjer sem nato pri integraciji
uporabil tocki y(h) in y(2h). Uporabljeni koeficienti za [ = 0 se glasijo
1 1 1
=0 =C=1 =-1 =—-(2— 142 as = 2—-10 3 4
ag =0, a; , Q2 , a3 6( €), ag = 18( +2e¢), a 360( e+3e?). (4)
Za |l =1 so bili ti koeficienti
1 1
ag=a, =0, aa=C=1, a3 = —3, a4:1—0(1—e), a5 = 180( 2+ Te), (5)
zal =2 pa
i —ay=0,a5=C—=1, as— — L 2-3¢), ag = ——(=1+5e). (6)
apg =01 =az2 =Y, a3 =0 =1, a4 = 3,a5 19 € 252 €

Lastne energije sistema sem poiskal z metodo bisekcije, kjer sem okolico vsake ni¢le na drobno precesal.
Opazil sem, da se tezisée funkcije povecuje z energijo, zato sem lastne funkcije iskal na tak nac¢in, da metoda
sama oceni, e funkcija divergira, oziroma, do kje naj se vzame obmodje [0, L], ¢e funkcua konvergira

proti 0.



3 Rezultati

Preden sem se lotil iskanja ,neznanih“ lastnih energij, sem se omejil na prvo lastno energijo e = —1 ter
si ogledal natan¢nosti obeh metod. Oglejmo si najprje primerjavo resitev obeh metod za kvantna §tevila
n=1,1=0:
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Na levi sliki vidimo obliko obravnavane funkcije, na desni pa natan¢nost izra¢unane funkcije po obeh
metodah v primerjavi s to¢no resitvijo Rig(x) = 2ze~?. Vidimo, da je druga metoda v povpredju vsaj za
dva reda velikosti natan¢nej$a od prve. Vidimo, da se splaca uporabiti razvoj funkcije za dolocitev prvih
par toc¢k pri metodi numerova. Tu se pojavi vpraSanje, ¢e je to res za poljubeno Sirino koraka h, zato
sem preveril to tako, da sem si ogledal maksimalno napako na intervalu v odvisnosti od §irine koraka h.
Oglejmo si omenjeno primerjavo:
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Vidimo, da je res druga metoda za poljuben A boljsa od prve. Cudne stvari se zgodijo pri majhnih
vrednostih koraka, vendar verjetno to pride na rac¢un kratke dolzine intervala, ki je posledica majhnega
koraka. Vidimo, da lahko brez skrbi ra¢unamo z drugo metodo. Zal sem natan¢nost metod preveril Sele
na koncu in sem tako vztrajal z uporabo ¢asovnega koraka h = 5 x 10~%, medtem ko zdaj vidimo, da bi
lahko z lahkoto vzel korak h = 5 x 1073 s §e vedno povsem zadovoljivo natanénostjo. Temu primerno
si oglejmo 8e primerjave funkcij za visje vrednosti kvantnih Stevil. Spodnja slika prikazuje natancénosti
resitev Rig(x), Raop(z) in Roy(x) :



X

Vidimo, da imamo precej natnacne resitve.

Sedaj, ko smo preverili natan¢nost metode, se lotimo iskanja lastnih energije sistema. Tega sem se
lotil na dva nacina. Prvi nacin je bil gledanje absolutne vrednosti amplitude pri neki konéni dolzini.
Ta nacin se ni izkazal za tako dobrega, saj so ,,odprta okna“ okoli lastnih resitev zelo majhna, zato sem
moral obmoc¢je precesati zelo nadrobno, da je bilo kaj opaziti. Ker je bilo taksno delo preve¢ zahtevno
in Casovno potratno, sem malo pogoljufal in vnaprej povedal, kdaj mora metoda na drobno precesati
obmodcje. Spodaj je viden koné¢ni rezultat tega pristopa:
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Rezultat je prikazan v log-log skali, kjer sem zaradi logaritemske skale x osi vrednosti energij pomnozil
z (—1). Res se lahko prepri¢amo, da je §irina ,$pic“ premajhna, da bi lahko prej opazili kaj zanimivega,
okolica teh tock pa tudi ne pove ni¢ pametnega. Bolj se nam splaca uporabiti dejstvo, da valovna funkcija
spremeni predznak divergence, ko z energijo preckamo lastno vrednost. V tem primeru lahko z bisekcijo
pois¢emo vse nicle na veliko bolj u¢inkovit nacin, saj metoda sama najde obmoéje prehoda. Oglejmo si
Se konéni rezultat tega pristopa:
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Vidimo, da skoki v negativno zelo lepo nakazujejo obmocje lastnih vrednosti energij, ki so enake e = —#.

Spodaj je prikazana tabela to¢nih in izra¢unanih nekaj prvih lastnih vrednosti ter njihove natanc¢nosti:

’ €o e \ logy e — eol ‘
-1 -0.999975 -4.60206
-0.25 -0.249974 -4.57675
—0.111 -0.111109 -5.68197
-0.0625 -0.0624994 -6.19382
-0.04 -0.0399991 -6.0688
—0.0277 -0.027777 -6.10265
-0.0204082... | -0.0204079 -6.60191

Sedaj, ko imamo lastne energije izra¢unane, si oglejmo par primerov lastnih funkecij. Spodaj so prika-
zane valovne funkcije za [ = 0, 1, 2 in za ustrezne vrednosti n od 1 do 4:
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Vidimo, da res vse funkcije kon¢ajo kot R(co) = 0. Kot zanimivost S omenimo, da za stanja z e > 0
dobimo ravne valove, torej nevezana stanja, ki imajo obliko, ki jo prikazuje naslednja slika:
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Del II
Propagacija svetlobe

1 Naloga

Obravnavaj propagacijo monokromatske svetlobe v snovi, ki ima prostorsko odvisen lomni koli¢nik. Pri
iskanju lastnih nacinov valovanja v svetlobnih vlaknih uporabi nastavek ¥(x) = (R(x)/y/z) €***. Uporabi

profil lomnega koli¢nika
2 — 12 <1
n(a:):{ 2T T= (7)
z>1

Izracunaj disperzijsko relacijo A(k) za 0.8 < k < 10 in ugotovi, pri katerih valovnih $tevilih k& obstaja
samo eno vezano stanje (t.i. single mode fiber).

2 Resevanje

Za propagacijo monokromatske svetlobe v snovi velja Helmholtzova enacba, ki se v brezdimenzijski obliki
glasi
(V? 4+ n(r)*k?) ¥(r) = 0. (8)

7 uporabo nastavka dobimo enacbo za radialno simetri¢na stanja
1
— 4+ — +n(x)?k* = \*| R(z) = 0. (9)

Tudi v tem primeru sem reSeval z metodo numerova, kjer sem uporabil 2 vnaprej definirani tocki, kar
se je v prejSnjem primeru izkazalo kot bolj natanéna izbira. ReSeval sem v Matlabu s Sirino koraka
h =5 x 107, V prejinjem primeru smo imeli en prost parameter, energijo, v tem primeru pa imamo
prosta parametra 2, brezdimenzijsko valovno $tevilo & in pa lastno vrednost A. Navodilo naloge nam
podaja omejitev valovnega $tevila k na interval k € [0.8, 10]. Po navodilu naloge sklepam, da je taksnih
A veé in da se spreminjajo z valovnim §tevilom k, saj sem moral tudi izra¢unati disperzijsko relacijo A(k).
V tem delu naloge sem za zaCetni priblizek spet vzel razvoj funkcije. Zacetni nastavek je imel obliko
y(z) = 21/% (ap + a1z + apxz? + - -+ ), n(z) pa je v okolici z < 1 kar enak n(z) = 2 — z. Uporabljeni so
bili naslednji koeficienti

1
(A* = 4k%) , aq = = (8K7 + 16k" — 8k>A\% + A1) .
(10)
Resevanja sem se lotil tako, da sem si izbral fiksno vrednost k in prefesal obmodje A ter poiskal taksne
vrednosti, za katere se resitev sklada s pogojem R(co) = 0.

ay =az=--+=agp4+1 =0, apg=C=1, az =



3 Rezultati

Pri tej nalogi natanc¢nosti ni bilo mozno preveriti saj nam ni bilo danih to¢nih resitev, zato sem se kar
lotil reSevanja z uporabo druge metode, ki se je v prvem delu naloge izkala za boljSo izbiro. Za zacetek si
lahko ogledamo profil lomnega koli¢nika:
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Izkaze se, da je Sirina intervala, na katerem lezi funkcija, v povpredju vecja od 1, torej je n(z) = 1.
Zaradi te relacije mora v sploinem veljati, da je k> — A2 < 0, da dobimo vezano stanje. V nasprotnem
primeru spet dobimo za resitev ravni val, kot je prikazano na spodnji sliki:
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Vidimo, da so resitve v tem primeru res periodi¢ne in se raztezajo ¢ez obmocje snovi, torej = > 1,



Najprej sem se lotil iskanja lastnih vrednosti A za nekaj fiksnih vrednosti parametra k. Spodaj je prikazano

iskanje lastnih vrednosti za k = 2 :
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V tem primeru imamo samo eno lastno vrednost, saj imamo tudi le en prehod.

Oglejmo si obliko te lastne funkcije:
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Vidimo, da je oblika zelo podobna, e ne celo enaka, kot oblika lastne funkcije R,, j=,—1(x) iz prejsnjega
dela naloge, razlikuje se le v §irini. Opazimo tudi, da je vefinoma funkcija res v snovi, torej znotraj

obmodgja x € [0, 1], kar pa ,§trli“ ven, pa potem Ze eksponentno pada.



Oglejmo si bolj zanimiv primer pri vi§jih vrednostih parametra k, recimo k& = 10 :

8 k=10 B -
o ) o
At A
S 2
=
= ol
,2,"-.,\
AN
"y
k‘“‘“ L.
—6L, L —

10 15 20 25 30 35 10
A

Tu nastopi ve¢, celo 5, lastnih vrednosti A. Sklepamo torej, da bo v naSem obmodju parametra k $tevilo
lastnih vrednosti A med 1 in 5. Oglejmo si Se te lastne funkcije:
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Tudi v tem primeru imajo funkcije enako obliko kot funkcije iz prvega dela naloge in se skladajo z obmod&jem
Snovi.



Sedaj si kon¢no oglejmo disperzijsko relacijo A(k), kjer pri¢akujemo eno lastno vrednost na zacetku in
5 lastnih vrednosti na koncu, vmes pa razcepe, ki ne vemo kaksni so. Spodnja slika prikazuje A(k) za
k € 10.8, 10]:
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Vidimo, da so disperzijske relacije bolj ali manj linearne funkcije parametra k, majhne nelinearnosti
dobimo le v primerih, ko nastopi nova lastna vrednost. TakSen rezultat ni povsem nepri¢akovan, saj je
profil n(x)? skoraj konstanten. PobliZe in natan¢neje si oglejmo $e obmod¢je nastopa druge lastne funkcije,
zato da se prepri¢amo, da nimamo kaksnih nenatancénosti zaradi grobih korakov, ker bi lahko s tem
preskocili kakSen zvezen razcep:
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k

Res se izkaze, da druga lastna vrednost kar naenkrat pride v naSo disperzijsko relacijo, tako da izklju¢imo
moznost razcepa od prvotne lastne vrednosti. Mozno, da se razlog za taksno obnaSanje skriva v dejstvu,
da je na§ profil n(z) nezvezen okoli toc¢ki = 1, kar povzro¢i dobljeno obnasanje disperzijske relacije.
Ugotovili smo, da za valovno $tevilo k iz obmodja k € [0.8, 2.57], kjer manjsih vrednosti od spodnje meje
nismo preverili, dobimo le eno vezano stanje.
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