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Naloga:

Pri tej nalogi smo se spoznali z numeri£nim re²evanjem parcialnih diferencialnih ena£b, ki so de�nirane z
robnimi problemi. Re²evali smo z metodo pospe²ene relaksacije in iskali optimalne pospe²ke za dolo£ene
primere. V prvem delu naloge smo imeli cev s posebnim presekom, za katero smo iskali hitrostni pro�l
teko£ine skozi tak²no cev. Izra£unali smo tudi Poiseuillov koe�cient. V drugem delu naloge smo iskali
temperaturni pro�l kovinskega valja, ki smo ga greli na spodnjem robu, na pla²£u smo drºali konstantno
temperaturo, na zgornjem robu pa je bil valj izoliran. Ogledali smo si ²e re²itve za razli£ne robne pogoje.



Del I

Pretok viskozne teko£ine po cevi

1 Naloga

Z metodo pospe²ene relaksacije (SOR) dolo£i Poiseuillov koe�cient za pretok viskozne teko£ine po cevi z
obliko preseka, podano na spodnji sliki:

Preveri uspe²nost �ebi²evega pospe²ka k relaksaciji. Za primerjavo vzemi namesto zaporedja vrednosti ω
v algoritmu SOR kar stalno asimptoti£no vrednost:

ω =
2

1 +
√

1− ρ2Jacobi
≈ 2

1 + π
J

, (1)

kjer je J ²tevilo to£k po enem robu. Zgornja ocena za ω velja za poln kvadrat; pri na²em problemu dobimo
bolj²o oceno z nastavkom:

ω =
2

1 + απJ
. (2)

Poi²£i oprimalno vrednost parametra α.

2 Uvod

Izra£unati ºelimo Poiseuillov koe�cient za preok nestisljive viskozne teko£ine po cevi z nekim presekom.
Po predpostavki o stacionarnem toku in gibanju le v smeri x, lahko zapi²emo na²o ena£bo gibanja kot:

η∇2u =
dp

dx
, (3)

kjer je η koe�cient viskoznosti, p tlak teko£ine in u hitrost teko£ine v neki to£ki (z, y). Po preureditvi
dobimo Poissonovo ena£bo

∇2u = ρ, ρ =
|∆p|
η∆x

, (4)

kjer zahtevamo robni pogoj, da je hitrost teko£ine u ob robu cevi enaka 0. Poiseuillov koe�cient za poljuben
presek je de�niran kot razmerje volumskega pretoka skozi to cev in volumskega pretoka za okroglo cev,
torej:

C =
ΦV
Φ0
V

, Φ0
V =

ρS2

8π
(5)

kjer je volumski pretok de�niran kot:

ΦV =

ˆ
S

udS. (6)
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3 Re²evanje

Re²evanja sem se lotil v matemati£nem orodju Matlab, risal pa sem v Mathematici. Cev sem zaradi laºje
implementacije v orodje zavrtel za kot 45°. Prvi korak k re²evanju problema je bil diferen£ni zapis ena£be
(3). V primeru enako velikih korakov v vseh smereh, se ta glasi:

∇2u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=
ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1 − 4ui,j

h2
= ρ, (7)

kjer h predstavlja ²irino koraka, i indeks v smeri x, j pa v smeri y. �e bi se re²evanja lotili matri£no, bi
lahko u zapisali kot vektor in skonstruirali matriko, A, ki opisuje ena£bo (7). Shemo

Au = f, (8)

bi tako re²evali iterativno. Uporabnost ena£be se hitro zmanj²ujemo, £e pove£ujemo dimenzijo polja u,
saj moramo obra£ati velike matrike. Nekoliko hitrej²a metoda ponuja kar �in-place� ra£unanje povpre£ja
sosednjih prispevkov. �e matriko A razbijemo na matrike A = L + D + U, kjer po vrsti predstavljajo
spodnje trikotno, diagonalno in zgornje trikotno matriko, lahko to metodo zapi²emo v obliki:

(L + D)u = −Uu+ f (9)

�e upo²tevamo, da so matrike v splo²nem zelo prazne, je bolj smiselno zapisati sistem v tak²ni obliki, ki
bo uporabna za numeri£no re²evanje. Iz ena£be (7) izrazimo uij in desni strani pri²tejemo ter od²tejemo
ui,j . Dobimo iterativno shemo:

u
(k+1)
i,j = u

(k)
i,j +

1

4

−ρh2 − 4u
(k)
i,j +

 ∑
i 6=j,{|i|,|j|}≤1

u
(k)
i,j

 , (10)

ki jo lahko elegantneje zapi²emo kot:

u
(k+1)
i,j = u

(k)
i,j +

1

4
ξ
(k)
i,j . (11)

Robne pogoje sem upo²teval tako, da sem polje obdal z navidezno plastjo ni£el. Za tak²no shemo stoji
nekaj teorije. �e to teorijo preu£imo, se izkaºe, da lahko tak²no shemo �pospe²imo�, kjer upo²tevamo
obna²anje porazdelitve napake po polju v svoj prid. De�niramo pospe²eno shemo s Chebishevim pospe²kov
v obliki:

u
(k+1)
i,j = u

(k)
i,j +

(1 + β)

4
ξ
(k)
i,j = u

(k)
i,j +

ω

4
ξ
(k)
i,j , 1 ≤ β < 2, (12)

kjer β predstavlja pospe²ek sheme, za optimalno delovanje pa moramo najdi pravo vrednost parametra.
Faktor ω je v tak²ni obliki odvise od velikosti mreºe, zato je priro£neje, £e de�niramo:

ω =
2

1 + απJ
, (13)

kjer α predstavlja skaliran pospe²ek, J pa dimenzijo mreºe. Naloge sem se lotil tako, da sem de�niral
nehomogen del na²e ena£be kot matriko iz 0 in 1, kjer je poloºaj 0 predstavljal mesto, kjer toka ni.
Vrednosti raznih parametrov sem tekom naloge spreminjal, zato jih bom poro£al ob rezultatih. Re²itev u
sem propagiral toliko £asa, dokler najve£ji zaporedni popravek ni bil manj²i od mejne vrednosti ε.
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4 Rezultati

Najprej sem se ºelel prepri£atim, da program deluje pravilno, zato sem za prvi f vzel matriko samih enic,
kar predstavlja cev z navadnim kvadratnim presekom, za drugega pa cev s trikotnim presekom. Rezultata
za 500× 500 mreºo pri natan£nosti ε = 10−10 sta prikazana spodaj:

Res smo se prepri£ali, da metoda deluje pravilno. Sedaj se lahko lotimo na²ega prvotnega problema z bolj
kompliciranim presekom cevi:
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Kar se ti£e �zikalnih rezultatov, je najpametnej²i prvi korak seveda iskanje optimalnega parametra αopt,
saj tako skraj²amo £as nadaljnih ra£unov. Oglejmo si ²tevilo potrebnih iteracij, da doseºemo neko na-
tan£nost, v odvisnosti od parametra α. Ra£unal sem z velikostjo mreº 200×200, ºeljena natan£nost pa
je bila 10−6. Omenjeno sem izra£unal za ve£ razli£nih vrednosti J iz intervala J ∈ [40, 150]. Leva slika
prikazuje N(α), desna pa N(ω):

Opazimo, da na nekem intervalu obstaja minimum ²tevila iteracij, tu se nahaja na² optimalni αopt. Vidimo,
da je slika res neodvisna od parametra J , saj so vse optimalne vrednosti na isti poziciji. Na desni sliki
lahko vidimo prej²njo interpretacijo Chebishevega pospe²ka. Vidimo, da se raste z J in da ima pol pri
ω = 2. Optimalna vrednost parametra je αopt = 2.233, v ra£unih pa sem vzel kar αopt = 2.25. Za bolj
intuitivno sliko efekta optimalnega parametra α je spodaj prikazana ²e odvisnost £asa, ki je potreben, da
doseºemo natan£nost ε, v odvisnosti od α :

Slika razlo£no prikazuje, da za mreºo velikosti 200 × 200 s Chebishevim pospe²kom ra£unalnik porabi
£as reda velikosti ∼ 1 s, medtem ko za metodo brez pospe²ka ta vrednost hitro sko£i za dva velikostna
razreda vi²je na £as ∼ 100 s. Opazimo, da metoda brez pospe²ka ni le premaknjena vi²je glede na metodo
s pospe²kom, ampak ima ²e ve£jo poten£no odvisnost. Iz nekolinearnosti premic lahko sklepamo, da je
optimizirana metoda pri neki vrednosti N slab²a od neoptimizirane, vendar se to zgodi pri zelo majhnih
vrednostih parametra N, £e ne celo pri ne-�zikalnih.
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Za konec si oglejmo ²e konvergenco Poiseuillovega koe�cienta za cev s tak²nim presekom za velikost mreºe
500× 500 in ε = 10−6:

Leva slika prikazuje vrednost koe�cienta v odvisnosti od ²tevila iteracij, pribliºevanje kon£ni vrednosti, v
logaritemski skali. Opazimo, da vrednost koe�cienta hitro s prvimi iteracijami hitro nara²£a, nato pa se
ustali. Preko tega koe�cienta lahko vidimo, da so se najve£je spremembe re²itve dogajale v prvih par sto
iteracijah, potem pa so sledili le ²e minimalni popravki.

Del II

Temperaturni pro�l valja

1 Naloga

Enakostrani£ni kovinski valj (2r = h) grejemo na spodnji ploskvi s konstantnim toplotnim tokom, zgornjo
plast izoliramo, pla²£ pa drºimo na konstantni temperaturi. Kak²en je temperaturni pro�l v valju? Kaj
pa, £e je zgornja polovica pla²£a pri drugi temperaturi kot spodnja?

2 Re²evanje

Re²evanje se v tem primeru ni veliko spremenilo, saj se je spremenila le �zika problema in ²e ta je v ve£ji
meri ostala enaka. �e obravnavamo stacionarne razmere, se na²a ena£ba glasi:

∇2u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+
∂2u

∂z2
=

1

r

∂u

∂r
+
∂2u

∂r2
+
∂2u

∂z2
= 0, (14)

ki je 2D problem, saj so re²itve simetri£ne v ϕ. V polarnih koordinatah ima operator ∇2 druga£no
diferen£no obliko, ta se glasi:

∂2u(r, z)

∂z2
=

ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

h2
, (15)

∂2u(r, z)

∂r2
=

ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
, (16)

1

r

∂u(r, z)

∂r
=

1

ri

ui+1,j − ui−1,j
2h

, (17)

ri = h

(
−J

2
− 1

2
+ i

)
. (18)
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kjer smo pazljivo de�nirali ri, saj se moramo izogniti polu v r = 0. Sedaj je potrebno vse prispevek se²teti
in ena£iti z 0. Ko vse to storimo in izpostavimo ui,j , dobimo podobno iterativno shemo kot prej:

u
(k+1)
i,j = u

(k)
i,j +

1

4ri

(
−4riu

(k)
i,j + ri (ui,j−1 + ui,j+1) + ui−1,j

(
ri −

h

2

)
+ ui+1,j

(
ri +

h

2

))
. (19)

V splo²nem tako re²ujemo problem na enak na£in kot prej:

u
(k+1)
i,j = u

(k)
i,j +

1

4ri
ξ
(k)
i,j . (20)

Upo²tevati moramo ²e robne pogoje, s katerimi je malce ve£ opravka kot prej. Najenostavne²i robni pogoj
je robni pogoj pla²£a. Tega sem upo²teval tako, da sem, tako kot prej, dodal navidezno plast na mestih,
kjer je pla£². Na spodnjem robu, ki ga grejemo, velja pogoj, da je gradient toplotnega toka konstanten,
na zgornjem robu, ki je izoliran, pa velja, da je gradient toplotnega toka enak 0, torej:

∂u(r, z)

∂z
|z=0 = K −→ ui,1 − ui,0 = Kh, (21)

∂u(r, z)

∂z
|z=h = 0 −→ ui,J − ui,J−1 = 0. (22)

Robni pogoj sem upo²teval tako, da sem en ui,j iz −4ui,j preobrazil preko (21) ali (22). Tako za oba
robova dobimo novi ena£bi:

u
(k+1)
i,1 = u

(k)
i,j +

1

3ri

(
−Khri − 3riu

(k)
i,j + riui,j+1 + ui−1,j

(
ri −

h

2

)
+ ui+1,j

(
ri +

h

2

))
, (23)

u
(k+1)
i,J = u

(k)
i,j +

1

3ri

(
−3riu

(k)
i,j + riui,j−1 + ui−1,j

(
ri −

h

2

)
+ ui+1,j

(
ri +

h

2

))
. (24)

Tudi v tem primeru sem na enak na£in de�niral natan£nost in pa Chebishev pospe²ek.

3 Rezultati

Razen kon£nih slik, so si odvisnosti �zikalnih parametrov precej podobne, zato jih ne bom ponovno
komentiral. Zopet sem najprej poiskal vrednost optimalnega parametra α. Ra£unal sem z velikostjo mreº
200×200, ºeljena natan£nost pa je bila 10−8. Omenjeno sem izra£unal za ve£ razli£nih vrednosti J iz
intervala J ∈ [40, 150]. Leva slika prikazuje N(α), desna pa N(ω):

Vidimo, da je optimalna vrednost parametra v tem primeru αopt = 1.1.
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Spet sem za bolj intuitivno sliko efekta optimalnega parametra α je izmeril ²e odvisnost £asa, ki je
potreben, da doseºemo natan£nost ε, v odvisnosti od α :

Situacija je podobna prej²nji.
Sedaj si lahko ogledamo kon£ni rezultat za primer, kjer je na pla²£u konst. temperatura 0. Spodaj je
prikazan primer za mreºo 500× 500 pri ε = 10−10 v relativni skali glede na maksimalno vrednost:

Rezultat je smiseln, imamo celo segreto spodnjo plo²£o, kjer je videti prehodne pojave blizu roba. Z vi²ino
se temperatura ustrazno manj²a.
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Poglejmo si ²e razli£ne primere, kjer spreminjamo vrednost gradienta K glede na zgornji primer:

Vidimo, da se temperaturni pro�l spreminja ustrezno z gradientom toplotnega toka.
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Zelo informativno je obna²anje temperature vzdolº koordinate z za razli£ne vrednosti r:

Namen obeh slik je prikaz pravilnega upo²tevanja konstantnega gradienta na spodnji ploskvi in ni£elnega
gradienta na zgornji ploskvi. Prikazane so funkcije za r ∈ [−R/2, 0] , kjer vi²je funkcije predstavljajo r
bliºje ni£li. Vidimo, da je za£etni naklon zgornjih funkcij res povsod enaka konstanta, razen pri robu, kjer
pridejo do izraza prehodni pojavi zaradi robnega pogoja pla²£a. Da je za£etni naklon res konstanten se
lahko prepri£amo na desni sliki, ki prikazuje odvod temperature, in ta je enak 0. Naklon na koncu je v
obeh primerih enak 0, kar je smiselno.
Poglejmo si sedaj primer, ko je temperatura na pla²£u ²e vedno konstantna, a razli£na od 0:

Vidimo, da se vrednost temperature po celem pro�lu enakomerno dvigne.
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Oglejmo si ²e vrednosti temperatur vzdolº koordinate z:

Vidimo, da je za£etni naklon ve£ji kot v prej²njem primeru, kar se sklada z na²im primerom.
Za konec si oglejmo ²e primera, kjer je spodnja polovica pla²£a na vi²ji temperaturi kot zgornja:
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in obratno:

Opazimo zanimivo dogajanje v okolici pla²£a na polovi£ni ²irini. Oglejmo si ²e vrednosti temperatur za
ta dva primera:

Vidimo, da so najve£je spremembe seveda na robovih, kjer pri prvem primeru na robovih vrednsot tem-
perature naenkrat upade, pri drugem pa naraste.
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