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Naloga:

Pri tej nalogi smo se ponovno ukvarjali z numeri¢nim reSevanjem parcialnih diferencialnih enacb z robnimi
problemi. Tokrat smo enacCbe refevali z lastnimi funkcijami. V prvem delu naloge smo imeli kvadratno
opno, ki smo jo lahko enakomerno obtezili, ali pa obtezili neenakomerno v obliki ¢rke ,f“. V drugem delu
naloge smo enako storili §e za polkrozno cev, vendar le za primer enakomerno obtezene polkrozne opne.



Del I
Nihanje kvadratne opne

1 Naloga

Dolo¢i nekaj najnizjih lastnih frekvenc in lastnih nihajnih na¢inov kvadratne opne, ki je odebeljena na vecjo
ploskovno gostoto povsod, razen na obmodcju v obliki ¢rke f, kakor je prikazano na skici. Prevedi problem
na sistem diferen¢nih enac¢h. Kako se spremeni situacija, ¢e je sen¢eno obmocje lazje? Konvergenco
metode preizkusi na neobteZeni opni.

2 Uvod

Imamo valovno enacbo v ravnini, ki jo zapi§emo kot:

1 o%u
2u = o(z,y)> = ——, (1)

clz,y)? o2’

kjer je ¢ hitrost valovanja v tocki (z, y), v je povrsinska napetost opne, o pa ploskovna gostota opne.
Uporabimo lahko separacijo spremenljivk in uporabimo nastavek:

u(, y,t) = ug(z, y)e™ ™" = u(z, y)e ", (2)
Nasa enacba se nekoliko poenostavi, dobimo:
Viu="u=Su=ku. (3)
Spet torej numeri¢no re§ujemo parcialno diferencialno enacbo, vendar tokrat z metodo lastnih reSitev.
Enacbo (3) tudi tokrat diskretiziramo:

Ui—1,j + Uit1,j + Uij—1 + Ui i1 — 4w

VZiu — B

in ¢e operator V? skonstruiramo v matriko, matriko u;,; pa v vektor, lahko problem zapiSemo kot matri¢no
enacbo:
Au = Bu, (4)

w2ai,j
)

kjer je matrika A operator V2 v diferen¢ni obliki, operator B pa diagonalna matrika vrednosti
ki vsebuje informacijo o strukturi opne na dolo¢enem koscku (i, 7). Ce ima opna enakomerno ploskovno
gostoto, potem je B kar identiteta, e pa ni, pa imamo lahko tezave, ker B! A ni ve¢ simetri¢na matrika.
To resimo tako, da za B = diag(ay, ... ay) transformiramo:
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Na tak nacin upostevamo razli¢no ploskovno gostoto, hkrati pa ohranimo matriko A simetri¢no. Na ma-
triki A nato uporabimo splosno znane metode za diagonalizacijo, da dobimo lastne vrednosti in lastne
vektorje, kjer so nekateri nihajni nacini degenerirani. Ce lastne vektorje nazaj zapisemo kot matriko, do-
bimo lastne nihajne nacine, ustrezne lastne vrednosti pa predstavljajo lastne frekvence dolocenega lastnega
nihanja. Na tak nacin dobimo set lastnih funkcij in lastnih vrednosti, torej lahko kakrsnokoli funkcijo
razvijemo po teh lastnih reitvah in dolo¢imo tudi ¢asovno odvisnost taknega nihanja. Ce imamo zacetni
odmik ug(x,y), ki je v splonem neka kompleksna funkcija, dolo¢imo koeficiente Cy, s, ki predstavljajo
amplitudo prispevka ortonormirane lastne funkcije v regitvi, kot:

Cos = /S o(, ) A (@, 9)AS = B2 S g (5.5 A 1) (6)

.
Casovno odvisna resitev je tako vsota prispevkov lastnih funkcij, kar zapiSemo kot:

u(@,y,t) =Y Con s Am,s€™mo". (7)

m,s

3 Resevanje

Resevanja sem se tokrat lotil v C++ s pomodcjo knjiznic iz Numerical Recipes. Skonstruiral sem matriko
A, ki sem jo nato dal v rutini tred2 in tqli,ki najdeta ustrezno tridiagonalno matriko matriki A, nato
pa jo diagonalizirata in vrneta lastne vrednosti ter funkcije. Te sem nato izvozil v program Mathematica,
kjer sem re§itve tudi narisal. Pri tej nalogi se je izkazalo, da je diagonalizacija bolj zahtevna od relaksacije
iz prej$nje naloge, zato sem se zadovoljil z razdelitvijo mreze 50 x 50 v smeri « in y iz intervala (x,y) €
[0, 1] x [0, 1] . Kasneje sem isto kodo preizkusil e v Mathematici, ki se je izkazala za bolj optimizirano,
saj je isti problem enako dobro resila v veliko hitrejsem casu.

4 Rezultati

Za zacetek si oglejmo lastna nihanja kvadratne opne v primeru enakomerno obtezene opne. Ta del naloge
sluzi kot test pravilnosti. Oglejmo si nekah prvih lastnih nihajnih na¢inov:
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A =-0.0129708 A =-0.0323849
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A =-0.0840158 L =-0116233

Vidimo, da so opisane funkcije res pravilne lastne funkcije, ki jih opisuje enacba
Fonun () = sin (wan /a) sin (rym/b) (8)

kjer m in n predstavljata indeksa (m, n)-to lastno funkcijo, a in b pa velikosti stranic. Za lazjo predstavo
prilagam tudi povezavo do animacije:
https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/1_anim_mod6.gif

Oglejmo si Se animacijo, kjer sem poljubno zacetno stanje za enakomerno obteZeno opno razvil po orto-
normirani bazi:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/1_eq.gif


https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/1_anim_mod6.gif
https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/1_eq.gif

Oglejmo si sedaj resitve, kjer uporabimo neenakomerno obtezeno opno. V tem primeru sem uporabil utez
wy = 1 v notranjosti ¢rke ,f“ in w, = 2 po zunanjem obmocju. Najprej si oglejmo lastne resitve matrike
A iz enacbe (5), ki niso lastne resitve naSega sistema, ampak re§itve simetrizirane matrike A:

i i1

A =-0.00755204 1 =-0.0209679

T2z

Na vseh resitvah je tudi opazna ¢rka ,f«. Ce si ogledamo lastne funkcije u, ki smo jih transformirali nazaj
kot u; — wu;/,/a;, potem dobimo bolj homogene resitve, ki pa med sabo niso ve¢ ortogonalne:



ity [GV]
A =-0.00755204 A =-0.019037
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1 =-0.0209679 1 =-0.0328268




i3z i3z
AL =-0.0427819 AL =-0.0534359

Resitve so, v primerjavi s prej$njimi, nekoliko deformirane, kar je smiselno. Deformacije se pojavljajo v
skladu s tezi§¢em opne. Opazimo enak trend med razli¢nimi lastnimi funkcijami. Tudi v tem primeru si
lahko ogledamo animacijo, za poljubno zacetno stanje:
https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/1_he.gif

Kaj pa ¢e obratno obtezimo opno? V tem primeru sem uporabil utez wy = 1.25 v notranjosti ¢rke ,f* in
w, = 0.75 po zunanjem obmodju. Najprej si oglejmo lastne re§itve matrike A iz enacbe (5), ki niso lastne
reSitve naSega sistema, ampak regitve simetrizirane matrike A:

M 121

A =-0.00973525 1 =-0.0214346



https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/1_he.gif

fryz
—0.0327274

Na vseh resitvah je tudi opazna &rka f*. Ce si ogledamo lastne funkcije u, ki smo jih transformirali nazaj
kot u; — wu;/,/@;, potem dobimo bolj homogene resitve, ki pa med sabo niso ve¢ ortogonalne:

i1 i1z

A =—0.00973525 A =—-0.0229425
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A =-0.04163

Ceprav ni tako o€itno, se lastne resitve v tem primeru razlikujejo od prej$njih. Tudi v tem primeru si
lahko ogledamo animacijo, za poljubno zacetno stanje:
https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/1_1i.gif


https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/1_li.gif

5 Lastne vrednosti

Ogledamo si lahko Se lastne vrednosti za razli¢na razmerja wy in w,. Spodaj so prikazani rezultati za
wy =11in w, = kwy, kjer sem spreminjal vrednost parametra k :
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Vidimo, da najnizje laste vrednosti zacnejo v isti vrednosti, potem pa se razcepijo.

Del II
Nihanje polkrozne opne

1 Naloga

Oceni lastne vrednosti operatorja V2 na problemu lastnih resitev za polkrog z robnim pogojem I. vrste.

2 Uvod in resevanje

V tem delu naloge sem mislil, da se bolj splaca, ¢e problem predstavimo v polarnih koordinatah na
pravokotniku (r, ) € [0, 1] x [0, 7], kjer sem uporabil enako $tevilo toc¢k v obeh koordinatah, torej se
Sirini korakov v obeh koordinatah razlikujeta, kar moramo upostevati v nasih enacbah. Operator V? v
polarnih koordinatah razpisemo kot:

10 0? 1 02
V=t s+ 575 9
7“87"+8r2+r28g02’ (9)
v diferen¢ni obliki pa je to enako:

h h 1 1 1

h2V2 = ui,l}j (1 — 27‘,) + ’Lti+1’j (1 + 27"1) + Ui’jilﬂ'TT? + ui’j+1W — 2Ui,j (1 + 71_27112) . (10)
Izkazalo se je, da sem imel s tak3nim reSevanjem kar nekaj tezav, na koncu pa sem zaradi veliko porablje-
nega Casa obupal. Odlo¢il sem se, da preizkusim problem refiti e v kartezi¢nih koordinatah, kjer s tem
Zrtvujemo oster rob, kar pa pri velikem §tevilu tock ne bi smel biti problem. V tem primeru sem problem
reSeval na 2n x n velikem polju. Za majhno vrednost n sem si zapisal enacbe in matriko nato razsiril za
splosno vrednost n na podlagi vzorcev v matriki. Dobil sem zadovoljive rezultate. Prilagam povezavo do
animacije lastnih nihajnih nacinov za ta primer:
https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/2_anim_mod6.gif
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https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/2_anim_mod6.gif

3 Rezultati

Oglejmo si lastne nihajne nac¢ine polkroznega polja:

ity iz %]

A =—-0.00576405 A =—-0.0405485

iz1 itz ltz3

=-0.010392 —0.0278901 A =-0.0530792

31 I3z 33

A =-0.0159917 A =-0.0373726 A =-0.0663078

Tudi tokrat funkcije izgledajo pravilne oblike, kot nam narekuje analiti¢na formula za lastne resitve
polkroga:

Fmn(@90) = J2m1 (Ym,s@) sin (¢ (2m + 1)), (11)
kjer Jom+1(x) predstavlja (2m + 1)-to Besselovo funkcijo, ym, spa s-to ni¢lo m-te Besselove funkcije.
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