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Naloga:

Pri tej nalogi smo se spoznali z metodo kon¢nih elementov (FEM). Obmo¢je smo razdelili na mrezo
trikotnikov, s katerimi smo nato definirali piramidalne funkcije. Problem sem reSeval po principu SOR,
kjer sem moral paziti, da sem uposteval vse sosede. V prvem delu naloge smo reSevali sploSen primer za
cev s polkroznim presekom, v drugi nalogi pa smo imeli isti problem za cev s presekom iz naloge 5.



Del I
Cev s polkroznim presekom

1 Naloga

V metodi kon¢nih elementov razdelimo definicijsko obmoéje z mrezo tock in zveznic med njimi v same
trikotnike. Priblizno reSitev zapiemo kot linearno kombinacijo poskusnih funkcij:

N
u = Zai’LUi. (1)
i=1

Za funkcije w; izberemo piramidalne funkcije, ki imajo v tocki ¢ vrednost 1, v vseh drugih to¢kah vrednost
0, med oglis¢i pa se spreminjajo linearno. Funkciji nesosednjih tock sta vedno ortogonalni, za sosede pa je
matri¢ni element od ni¢ razli¢en samo na dveh trikotnikih ob zveznici. Vsaka linearna kombinacija takih
funkcij je zvezna vendar odsekoma ravna funkcija. Koeficienti a; te kombinacije so vrednosti funkcije v
mreznih tockah. Z metodo konénih elementov izracunaj pretok skozi polkrozno cev in cev s presekom iz
5. naloge.

2 Uvod

Splosno obliko variacijskega principa za reSevanje Poissonove ena¢be V2u = —f dobimo tako, da ena¢bo
zapiSemo v zahtevo po ekstremu funkcionala:

S(u) = %(Vu, Va) — (f, u). )

Zahteva, da bo variacija tega funkcionala enaka 0, vodi do sistema enacb za koeficiente a;:

N
Z Aijaj = bia
j=1
Aij = (Vwi, V), (3)
bi = <f7 wi)'
Delitev na tocke podamo s koordinatami (x;, y;), ¢ € [1, N]. Tocke povezemo v trikotnike (4, j, k),., r €
[1, R]. Njihove plos¢ine so:
1
Sy = §|xl(yj — i) + cikl. prem.|. (4)

Velikost Vw; na r-tem trikotniku je d; ./ (2S;) , kjer je d; ; razdalje med tocko j in k. A;; je vsota skalarnih
produktov gradientov ((x; — ) (xr — i) + (y; — yr)(Yr — i) / (4Sr) po trikotnikih ob zveznici i —j. Za
diagonalne elemente A;; se gornji izraz poenostavi na dik / (4S,.), sestet po vseh trikotnikih s tocko i v
oglis¢u. Podobno preprosto se v naSem primeru izraza (f, w;), kjer je f = —1 konstanta. Preostane
integral linearne funkcije po trikotniku, ki da ravno S,./3. Koeficienti b; so torej enake —1/3 vsote plos¢in
trikotnikov ob tocki .



3 ResSevanje

Problem sem zasnoval v matemati¢nem orodju Mathematica, potem pa sem ga zaradi hitrosti prepisal v
Matlab. Najprej sem moral ustvariti mrezo trikotnikov. To sem storil tako, da sem ustvaril toc¢ke po notra-
njosti polkrozne cevi, ki so ustrezno odmaknjene od roba. Sode in lihe vrstice so pri tem bile zamaknjene
za 1/2, tako da sem ustvarih mrezo enakokrakih trikotnikov. Po tem sem loteno zgeneriral Se tocke po
robu. Na vseh tockah sem uporabil funkcijo DelaunayTriangulation[] iz paketa ComputationalGeometry.
Ta funkcija vrne relacije med povezanimi tocki v zelo uporabnem formatu naslednje oblike:

{i, {J1, g2, - -n. ) (6)

kjer indeks ¢ predstavlja indeks trenutne tocke, indeksi ji, ..., jn, pa predstavljajo indekse vseh tock, ki
so povezani s toc¢ko ¢ v obratni smeri urinega kazalca. Taksen formt je zelo prikladen, saj opisuje sosednje
trikotnike za poljubno tocko. Pri prepisovanju v Matlab sem imel s tem delom malce tezav, saj izhodni
format iste funkcije v Matlabu nima omenjene oblike. Ko sem vse funkcije definiral, sem se lotil metode
konénih elementov kar preko metode SOR. Naredil sem naslednje korake:

N
Z Aija; = Aja; + Z Aija; = by, (8)
Jj=1 O
Q; = Alm' (bz — Z Aija]) 5 (9)
O
1
aF = Wy T (bi - Z Aij(l;k) - Aiiagk)> ; (10)
(23 o
(k+1) #k , 1 (k) , W
\ = \ — ) — 11
a; a; +An§_>al +An‘§7 (11)

kjer smo v zadnjem koraku Se vkljuéili pospeseno relaksacijo, ki smo jo spoznali v 5. nalogi, za katero
velja, da konvergira na obmocju 0 < w < 2. Na tak nacin sem dolo¢il vse potrebne koeficiente a;, ki sem
jih dolo¢il iz zanke, ki je tekla le po tockah iz sredine obmocja, tocke na robu pa sem ignoriral in na tak
nacin enostavno izpolnil robni pogoj. S temi koeficienti sem nato sestavil funkcijo, postopek pa potem
iteriral dokler maksimalni zaporedni popravek ni bil manjsi od Zeljene natanc¢nosti.

3.1 Matlab solver

V matemati¢nem orodju Matlab sem odkril tudi Ze vgrajen nacin reSevanja z metodo koné¢nih elementov.
7 ukazom ,pdetool” priklicemo grafi¢ni vmesnik, kjer lahko definamo Zeljeno obliko obmocja. Matlab nato
sam najde najbolj optimalno postavitev mreze, ki pa jo lahko naredimo tudi finej§o. Nato lahko izberemo
zeljeno obliko parcialne diferencialne enacbe in nastavimo zeljene koeficiente. NaSe resitve sem primerjal
Se s tem orodjem.



4 Rezultati

Najprej si oglejmo razdelitev mreze, kjer sem pozicije tock izbral sam:

Z rdeco so oznacene tocke na robu, z modro pa tocke iz notranjosti. Vidimo, da je sredinsko obmodje
enakomerno posejano, pri robovih pa se pravilnost trikotnikov porusi z zahtevo po opisu roba. Delaunayeva

triangulacija nam da naslednjo trikotno mrezo:

Dobimo trikotnike v takSnem formatu, ki sem ga opisal zgoraj. Prvi smiselni korak sedaj je, tako kot pri
5. nalogi, iskanje najbolj optimalnega parametra w za na§ problem. To nam je v interesu, ker lahko na
tak nacin zelo znizamo Stevilo iteracij pri iskanju konéne resitve. V mojem primeru N pomeni razdelitev
mreZe, torej ni povsem enaka Stevilu vseh tock, po drugi strani pa tudi ni enaka korenu Stevil vseh tock,
kakor bi veljalo za kvadratno mrezo. Oglejmo si kako se Stevilo vseh toc¢k spreminja z razdelitvijo N :
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Vidimo, da nasa razdelitev N res predstavlja neko proporcionalnost dimenziji mreze.



Oglejmo si Stevilo potrebnih iteracij, da doseZzemo neko natan¢énost, v odvisnosti od pospeska w, za nekaj
razli¢nih vrednosti §tevila tock N :
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Seveda opazimo, da se optimalni w,y; spreminja za razli¢na Stevila tock, kar smo opazili tudi pri 5.
nalogi. Potrebujemo torej neko obliko w, ki je neodvisna od §tevila tock, tako da lahko najdemo optimalni
pospesek za vse N. Temu primerno sem optimalnim pospeskom priredil funkcijo oblike:

2

wzl—i—a/N’

kjer sem iskal optimalno vrednost parametra «. Spodaj sta prikazana fita v dveh sistemih:
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Na levi sliki je vrednost parametra o¢itna, desna slika pa prikazuje iste vrednosti v inverzni skali, kjer
pricakujemo premico. Koeficient pred x na desni ssliki je enak k = a/2.



Oglejmo si transformiran pospesek, ki naj bi bil neodvisen od N :
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Dobimo vrednost aop: ~ 2.5, s katerim pospeSimo na$ sistem. Koncno si lahko ogledamo reSitve. Spodaj
sta prikazna rezultata za grobo (N, ~ 60) in fino (N, ~ 4000) razdelitev. Mejna natancnost je bila 107:

Resitve so smiselne. Opazimo, da potrebujemo vecje Stevilo toc¢k, da dosezemo gladke resive.



4.1 Poisseuillov koeficient

Tudi na taksni mrezi lahko izra¢unamo vrednost Poisseuillovega koeficienta, ki je enak:

8 32
C—Sg/udS—ﬂ/udS.

Povr§ina je v tem primeru enaka Sy = %ﬂr:l. Ker v tem primeru nimamo kvadratne mreze, ne moremo
tako enostavno dolociti koeficienta. Po kratkem razmisleku vidimo, da se nam ponuja enostavna resitev;
koeficienti b; so namre¢ ravno vsota povrsin trikotnikov po celotnem obmodéju, vsebujejo pa se faktor 1/3,
saj s Stetjem povrSin piramide po celem obmocju vsak trikotnik v povprecju Stejemo 3 krat. ZapiSemo
lahko torej:

32

Koeficient sem izvrednotil v vsaki iteraciji, oglejmo si njegovo konvergenco pri nekaj razli¢nih vrednostih
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Leva slika prikazuje konvergenco Poiseuillovega koeficienta, desna pa njegovo natanénost v primerjavi z
zadnjo vrednostjo. Meja konvergence je bila natan¢nost 10~!!. Opazimo, da se kon¢na vrednost koeficienta
spreminja za razli¢ne vrednosti razdelitve. Sklepamo torej, da moramo za pravilno oceno koeficienta vzeti
finejso razdelitev mreze. Vrednost Poiseuillovega koeficienta ocenimo na:

C ~ 0.752. (12)



5 Matlabova resitev

V tem razdelku si oglejmo $e resitve, ki nam jih matemati¢no orodje Matlab ponudi samo. Najprej si
oglejmo avtomatsko zgenerirane mreze:

Triangle quality Triangle quality
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Vidimo, da so v tem primeru vse finejSe razdelitve osnovane na zacetni. Vidimo lahko tudi barven prikaz
kvalitete trikotnikov, kjer je najbolj kvaliteten trikotnik enakostranic¢en trikotnik. Ocena se izra¢una preko

formule:
_ 4a+/3
1=y h%’

kjer je a povr§ina trikotnika, hy, hs in hz pa dolzine stranic. Oglejmo si §e konéno resitev, kjer so prikazane
tudi puscice v smeri gradienta:
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Vidimo, da je gradient smiselno usmerjen po celem obmocdju, resitev pa se sklada z naSo.



Del II
Cev z izbranim presekom

Z metodo konénih elementov smo morali izrac¢unati Se pretok skozi cev s presekom iz 5. naloge, ki je bila
naslednje oblike:

Resevanje v tem primeru ni potekalo ni¢ drugace kot prej, zato sko¢imo k rezultatom.

6 Rezultati

Tudi tu si oglejmo razdelitev mreze, kjer sem porzicije tock izbral sam:
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Z rdeco so oznacene tocke na robu, z modro pa tocke iz notranjosti.



Tudi tu imamo enakostrani¢ne trikotnike po obmogcju, razen v sredini, kjer zahtevamo luknjo. Delaunayeva
triangulacija nam da naslednjo trikotno mrezo:

Opazimo, da imamo v tem primeru dodaten problem, saj se povezujejo trikotniki, ki so zunaj obmocja.
Izkaze se, da ¢e naSa zanka tece le po toc¢kah iz notranjosti, ta problem ne pride do izraza, zato lahko
reSujemo na enak nacin kot prej. Zopet se najprej lotimo optimizacije, t.j. iskanja optimalnega pospeska
aopt. Postopek je enak kot prej, zato prilagam le konéni rezultat:
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Vidimo, da je v tem primeru vrednost tega parametra manj enostavno dolocljiva, vendar se bomo zado-
voljili z grobo oceno apt ~ 2.35.
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Tako kot prej si sedaj lahko ogledamo resitve za primer grobe (NN, ~ 200) in fine (NN, ~ 3000) razdelitve
mreze. Mejna natan¢nost je bila 10711:

Tudi v tem primeru imamo smiselne resitve, taksne kakrsne smo imeli v 5. nalogi.

11



6.1 Poisseuillov koeficient

Na isti nacin izr¢aunajmo Se Poiseuillov koeficient, katerega vrednsot lahko primerjamo z vrednostjo iz 5.

naloge. Povr§ina je v tem primeru za kvadrat velikosti [0, 1] x [0, 1] enaka S = 1 — (%)2 -4+ (%)2 =2

Oglejmo si konvergenco Poiseuillovega koeficienta v primerjavi z isto koli¢ino, izra¢unano v 5. nalogi:
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Opazimo, da je med njima razlika v vrednosti, saj je vrednost, dobljena z metodo FEM nekoliko manj3a.
Vrednost za SOR je bila izra¢unana na mrezi 200 x 200, medtem ko je bilo 8tevilo tock pri metodi FEM za
namen Poiseuillovega koeficienta enako IV, =~ 6500. Ne smemo biti preve¢ pesimisti¢ni, saj sta obe metodi
ujeli vrednost koeficienta na 2 decimalni mesti. Vrednost koeficienta ocenimo na:

C ~ 0.285. (13)

Vidimo tudi, da je metoda FEM opazno hitreje skonvergirala do poljubne natancénosti, vendar nisem
prepric¢an, katera od njih se bolj pribliza pravi vrednosti.

12



7 Matlabova resitev

Matlab nam lahko resi tudi tak problem. Najprej si oglejmo avtomatsko zgenerirane mreze:
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Vidimo, da so tudi tu vse finejSe razdelitve osnovane na zacetni. Prikazana je tudi kvaliteta trikotnikov.
Oglejmo si Se konéno refitev, kjer so prikazane tudi puséice v smeri gradienta:
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Tudi ta reSitev se sklada z naSo.
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