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Naloga:

Pri tej nalogi smo ponovno koristili metodo kon£nih elementov (FEM). Tokrat smo iskali lastne re²itve
polkroºne opne. V prvem delu naloge smo obmo£je ponovno prekrili s trikotniki, kjer smo vsaki to£ki
priredili piramidalno funkcijo. Kon£ni sistem ena£b smo prevedli na matri£no obliko in poiskali lastne
vrednosti in lastne nihajne na£ine. V drugem delu naloge smo za poskusne funkcije uporabili Galerkinov
nastavek, s kombinacijo katerih lahko sestavimo lastne nihajne re²itve. Izkaºe se, da je drugi na£in precej
hitrej²i in predvsem precej natan£nej²i.



Del I

Cev s polkroºnim presekom

1 Naloga

Z metodo kon£nih elementov poi²£i nekaj najniºjih lastnih vrednosti polkroºne opne. Z ekstrapolacijo
re²itev za razli£ne delitve radija oceni natan£nost metode. Lastne vrednosti so seveda kar kvadrati ni£el
Besselovih funkcij.

2 Uvod

Variacijski funkcional za re²evanje problema lastnih vrednosti ∇2u+ k2u = 0, zapi²emo v obliki

S(u) = 1

2
〈∇u, ∇u〉 − 1

2
λ〈u, u〉. (1)

Pribliºno re²itev tako kot v prej²nji nalogi nastavimo kot

u =

N∑
i=1

aiwi, (2)

kjer so wi piramidalne funkcije s to£ko i v sredi²£u . Stacionaren pogoj funkcionala vodi do homogenega
sistema ena£b za koe�ciente ai :

N∑
j=1

(Aij − λBij) aj = 0, (3)

Aij = 〈∇wi, ∇wj〉 Bij = 〈wi, wj〉. (4)

Koe�ciente matrike Aij smo dolo£ili ºe pri prej²nji nalogi. Za diagonalne elemente prekrivalne matrike
B dobimo Bii =

∑
r Sr/6, se²tet po vseh trikotnikih s to£ko i v ogli²£u. Za izvendiagonalne elemente

dobimo Bij =
∑
i∼j Sr/12, se²tet po vsakem od trikotnikov ob zveznici i − j. Matrika B je pozitivno

de�nitna. Matriko B lahko na ve£ na£inov razstavimo, da s £im manj dela dobimo matriko C = B−1A,
v simetri£ni obliki, katere lastne vrednosti in vektorje i²£emo.

3 Re²evanje

Nalogo sem tokrat re²eval v matemati£nem orodju Mathematica. Mreºe trikotnikov, ki smo jih uporabljali
v prej²nji nalogi, lahko uporabimo tudi tu. Na vseh to£kah sem uporabil funkcijo DelaunayTriangulation[]
iz paketa ComputationalGeometry. Ta funkcija vrne relacije med povezanimi to£ki v zelo uporabnem
formatu naslednje oblike:

...

{i, {j1, j2, . . . jNr
}} , (5)

...

kjer indeks i predstavlja indeks trenutne to£ke, indeksi j1, . . . , jNr
pa predstavljajo indekse vseh to£k, ki

so povezani s to£ko i v obratni smeri urinega kazalca. Prav tako pa je bil v ve£ini narejen ºe algoritem za
iskanje vrednosti aj , le prevesti sem moral sistem na matrike, saj sem v prej²nji nalogi re²eval po principu
SOR.
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Ko sem imel enkrat mreºe ustvarjene in kodo napisano, sem hitro lahko izra£unal lastne vrednosti in
vektorje ter jih predstavil spodaj. Z razcepom Choleskega ali diagonalizacijo matrike B se nisem ukvarjal,
saj je moja matrika vsebovala le aktivne to£ke, torej brez robnih to£k. Sklepam, da za to tak postopek
tudi ni deloval, kot sem najprej poskusil. Re²itve sem lahko primerjal z analiti£no funkcijo, ki se glasi

4 Rezultati

Za za£etek si oglejmo mreºe, ki sem jih uporabil tako v tem kot prej²njem primeru. Spodaj je primer
generiranih to£k in triangulacija to£k za primere majhnega in velikega ²tevila to£k:

Z rde£o so ozna£ene to£ke na robu, z modro pa to£ke iz notranjosti. Vidimo, da je sredinsko obmo£je
enakomerno posejano, pri robovih pa se pravilnost trikotnikov poru²i z zahtevo po opisu roba. Delaunayeva
triangulacija nam da naslednjo trikotno mreºo:

Dobimo trikotnike v tak²nem formatu, ki sem ga opisal zgoraj.
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Za ob£utek strukture matrik si oglejmo strukturo matrike C pri nekem danem ²tevilu to£k:

V tem primeru vidimo, da poleg tega, da so re²itve elegantnej²e oblike, so t
Oglejmo si lastne na£ine nihanja, ki jih dobimo na taki mreºi. �e vzamemo majhno ²tevilo to£k, bo lastna
re²itev seveda popa£ena, vseeno pa lahko v de�niranih to£kah preverimo natan£nost dobljene re²itve, tako
da primerjamo z analiti£no funkcijo:

Levi sliki prikazujeta dve poljubni lastni funkciji, izra£unani pri ²tevilu aktivnih trikotnikov N = 33, desni
sliki pa prikazujeta napako po celem obmo£ju. Vidimo, da je tudi pri malem ²tevilu to£k natan£nost nekako
zadovoljiva.
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Oglejmo si sedaj ²e re²itve za primer ve£jega ²tevila aktivnih trikotnikov N = 4407:

V tem primeru vidimo, da poleg tega, da so re²itve elegantnej²e oblike, so tudi natan£neje dolo£ene.
Oglejmo si ²e ve£jo zbirko lastnih re²itev:

Res prepoznamo oblike, ki so nam ºe precej znane.
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Kon£no si lahko ogledamo ²e lastne vrednosti na²ih re²itev. Vemo, da morajo biti lastne vrednosti enake
kvadratom Besselovih ni£el. Oglejmo si kako dobro to velja, ko spreminjamo ²tevilo aktivnih to£k na na²i
mreºi:

Opazimo, da se lastne vrednosti pri majhnem ²tevilu aktivnih to£k precej razlikujejo od limitnih vrednosti.
Zaradi pregrobe razdelitve mreºe kaj drugega seveda ni pri£akovati. Pri raznih ²tevilih to£k si lahko
ogledamo natan£nost izra£unane lastne vrednosti, vendar pa lahko gremo ²e korak dlje. Konvergenco
lahko ekstrapoliramo, da dobimo natan£nej²e kon£ne vrednosti. Izkazalo se je, da je funkcija, ki opisuje
konvergenco, zelo £udna, saj sem moral podatke

(
N, λ2m,s

)
logaritmirati, nato pa na te podatke prilagotiti

eksponentno kriviljo. Za to, da je bil �t uspe²en in natan£en, sem vzel le podatke za N > 3000, saj so na
za£etku prisotni ²e neºeleni prehodni pojavi. Mogo£e to ni prava izbira, vendar druge re²itve nisem na²el,
ta pa se je obna²ala zadovoljivo. Spodaj je prikazana tabela deseti²kih logaritmov odstopanj od pravih
vrednosti kvadratov Besslovih ni£el za nekaj razli£nih ²tevil aktivnih to£k in za primer ekstrapolacije:

Vidimo, da smo z ekstrapolacijo v povpre£ju pridobili kar dve decimalni mesti in tako precej natan£no
dolo£ili lastne vrednosti.
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Za konec si oglejmo ²e £asovno potratnost programa za razli£ne vrednosti ²tevila aktivnih to£k na mreºi:

�eprav imam precej zmogljiv ra£unalnik in precej optimizirano kodo, je pri ve£jih vrednostih N porabljen
£as ²e vedno velik. Te rezultate si je zanimivo zapomniti in jih primerjati s £asovno potratnostjo naslednje
metode

Del II

Galerkinov nastavek

1 Naloga

Oceni lastne frekvence opne z Galerkinovim nastavkom poten£nih funkcij

gm,n(r, ϕ) = rm+n (1− r) eimϕ, 1 ≤ m ≤ mmax, 0 ≤ n ≤ nmax. (6)

2 Re²evanje

Kot smo videli ºe v prej²nji nalogi, za poskusne funkcije ni nujno, da so vse med seboj ortogonalne, vendar
pa morajo biti vsaj tak²ne, da zado²£ajo robnim pogojem. Ponovno se lahko posluºimo zgornjega poteka
re²evanja, le da se tokrat matri£ni elementi izra£unajo druga£e. Velja:

Aij = (∇φi, ∇φj) =
(
∇2φi, φj

)
, (7)

Bij = − (φi, φj) , (8)

(p, q) =

ˆ 1

0

ˆ π

0

p(r, ϕ)q(r, ϕ)dϕrdr, (9)

kjer smo galerkinovo funkcijo φm,n prevedli v i−to poskusno funkcijo φi, tako da je matrika elementov
Ai,j v resnici blo£na matrika A(m,n),(m′,n′).
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Formuli za izra£un matrik A in B sta nasledji:

Amn,m′n′ =
−2mπ (n+ 2m(1 + 2m+ n) + n′ + 2(m+ n)n′)

4m(2m+ n+ n′)(1 + 2m+ n+ n′)(2 + 2m+ n+ n′)
δm,m′ , (10)

Bmn,m′n′ =
−2mπ

2m(2 + 2m+ n+ n′)(3 + 2m+ n+ n′)(4 + 2m+ n+ n′)
δm,m′ .

Ko izra£unamo te blo£ne matrike matrike, se posluºimo istega postopka kot prej in izra£unamo lastne
vrednosti in lastne vektorje. Lastni vektorji v tem primeru predstavljajo koe�ciente razvoja, ki stojijo
pred galerkinovimi funkcijami, tako da velja:

u =
∑
m,n

am,ngm,n(r, ϕ). (11)

3 Rezultati

V tem primeru mreºe seveda nismo potrebovali, saj so na²e obmo£je opisovale funkcije, ne to£ke. Za
za£etek si oglejmo strukturo Galerkinovih funkcij:

Res je o£itno, da se razlikujejo od lastnih funkcij polkroga, vidimo pa seveda nekaj podobnosti, tako da
lahko s pravo kombinacijo sestavimo lastne funkcije polkroga.
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Tudi za ta primer si oglejmo strukturo matrike A (levo) in matrike C (desno):

Vidimo, da matriki nista veliki in imata relativno malo £lenov, kjer je mmax = 3 in nmax = 3, pa tudi
njuna struktura je precej bolj druga£na kot v prej²njem primeru. Izkaºe se, da s tak²nimi nastavki ne
rabimo veliko £lenov, saj ºe par funkcijo dovolj potrebno opi²e na²e lastne re²itve. Velja celo, da preve£
£lenov pokvari situacijo, saj se pri ve£jih potencah Galerkinove funkcije vedno bolj prekrivajo med sabo
in niso ve£ optimalne za uporabo v razvoju. Oglejmo si najprej natan£nost lastnih vrednosti, dobljenih z
Galerkinovimi funkcijami, da preverimo, kateri ²tevili mmax in nmax sta najbolj optimalni:

Opazimo, da je natan£nost v splo²nem veliko ve£ja kor v prej²njem delu naloge, ²e sploh po tem, ko
upo²tevamo, da imamo v tem primeru veliko manj²e matrike. �as, ki ga je metoda potrebovala v tem
primeru, je bil reda stotink ali desetink sekunde, veliko manj kot prej, kar je torej le ²e dodaten plus.
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Oglejmo si ²e lastne na£ine nihanja, dobljene iz lastnih vrednosti:

Res vidimo, da smo dobili dobro poznane lastne nihajne na£ine polkroga. V splo²nem bi lahko re²evali
tudi primer kak²nih drugih dimenzij, vendar je potem vpra²anje katera metoda je bolj²a, saj pri bolj
komplicirani geometriji elementov matrik ni enostavno dolo£iti, £e imamo zvezne poskusne funkcije, kot
v tem primeru. Za zahtevno geometrijo je ravno zato bolj²a izbira metoda s trikotno mreºo.
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