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Naloga:

Pri tej nalogi smo obravnavali gibanje neraztegljive vrvice v polju teze, ki je z enim koncem pritrjena na
stropu in prosto niha. Dane enacbe iz navodil smo diskretizirali ter refili tridiagonalni matri¢ni sistem,
da smo lahko dolod¢ili silo tekom vrvi, ki jo potrebujemo za napoved kotov v naslednjem ¢asovnem koraku.
Nihanje vrvi sem izra¢unal za zacetno stanje, ko je vrv ravna in odklonjena za nek kot ¢q ter ko ima vrv na
zacetku obliko veriznice. Na koncu sem si ogledal $e ohranjanje celotne energije vrvi in pa vpliv parametrov

vrvi na stabilnost ohranjanja energije.



1 Naloga

Simuliraj gibanje vrvice, ¢e je zacetni pogoj ravna mirujoca vrvica pri ¢ = @q.

2 Uvod

Obravnavamo gibanje neraztegljive vrvice v polju teze. Vrvica je z enim koncem pritrjena na stropu in prosto
niha. Najprej zapiSemo enachi gibanja za vrvico:
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kjer smo vse spremenljivke napravili brezdimenzijske in normirane tako, da smo upostevali lastnosti vrvi.
Za opis krivulje smo uporabili naravno parametrizacijo. V zgornjem primeru Stejemo y os navzdol. Za

neraztegljivo vrvico mora veljati Se:
o2\ ()", o
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Kot Ze v eni od prejinjih nalog, tudi tu uvedemo novo spremenljivko - kot naklona vrvice ¢. Velje, da:
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Na tak nacin dobimo avtomatsko izpolnjeno kontinuitetno enac¢bo (3), iz prvih dveh ena¢b pa dobimo zvezi:
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Enacba (5) predstavlja enatbo za silo, kjer desno stran obravnavamo kot partikularni del, ena¢ba (6) pa
predstavlja enacbo za kote v novem ¢asovnem koraku. ZapiSemo lahko $e robne pogoje za vrvico. Za levo
strani pri s = 0, velja preko enacbe (1):
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Na desni strani pri s = 1 pa velja, da sta sila in drugi odvod kota enak O:
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Omeniti moramo, da je zafetni pogoj ravne vrvice pri nekem kotu g nefizikalen, saj bi za taksno stanje
vrvice morali vrvico napeti z neskon¢éno silo.



3 ResSevanje

Vrv sem z N + 2 tockami razdelil na N 4 1 enako dolgih intervalov dolzine As. Kote ¢in sile F' sem racunal
v istih tockah, kot je prikazano na skici:
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Vidimo, da imamo, poleg zacetne tocke, N kotov in N + 1 sil. Oglejmo si diskretizacijo zgornjih enach. Z
indeksom n sem oznacil diskretizacijo v ¢asu kot ¢ = nAt, z indeksom 4 pa diskretizacijo po dolzini vrvi kot
s =14As. Enac¢bo za silo v (5) diskretiziramo kot:
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Za priblizek prvega odvoda sem vzel simetri¢no diferenco. Zgornji sistem reSujemo matri¢no, za resitev pa
dobmo vektor sil. Enatba ne velja za sile na robu vrvi, temvec le za F;, i € [2, N]. Zaletni robni pogoj
upostevamo z diskretizacijo leve enacbe v (7):

1
A (P2 = F1) +sin (““‘g‘”) =0. (9)

Enacbo lahko kar dodamo v matri¢ni sistem. Robni pogoj za silo na koncu vrvi je preprost, in sicer:

Fyi1=0. (10)

Tako izracunamo vektor sil preko poznanih kotov ob ¢asu ¢ in ¢t — At.



Ko imamo vektor sil, lahko izra¢éunamo nov vektor kotov ob naslednjem casu preko diskretizirane enacbe za
kot v (5):
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Tudi tu smo za prvi odvod uporabili simetrizirane diference. Zgornja enacba je ob poznavanju vektorja sil

F preprost zacetni problem. Tako kot prej, tudi ta enacba ne velja za kote na robu. Zacetni robni pogoj
upostevamo z diskretizacijo desne enacbe v (7):
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Tu smo izkoristili simetri¢no diferenco, da se izognemo reSevanju transcendentne enacbe. Na koncu uposte-
vamo Se robni pogoj na koncu, kjer je drugi odvod kota enak 0:

ON — 20N—1 + pN—2 = 0.

Tako smo izrac¢unali kote v naslednjem ¢asovnem koraku in zakljuéili ra¢unski postopek ene zanke, zanko pa
ponavljamo do poljubnega ¢asa, v kolikor refitev ne zacne divergirati.

4 Rezultati

Za ravno vrvico na zacetku sem naredil ¢asovni razvoj nihanja, ki je po delih prikazan na spodnji sliki:
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Vrv zacne nihati, pri tem pa se zvija, kot ji narekuje sila. Zgornji primer prikazuje animacijo vrvi pri
zatetnem odklonu od navpi¢ne osi ¢y = 7/8, §tevilu élenkov N = 50 in ¢asovnem koraku At = 5 x 10~2. Kot
zanimivost si oglejmo e pot, ki jo opiSe konec vrvi, v odvisnosti od Casa, ter loceno §e njegove koordinate:

L.OF
—-0.86¢
—0.88}
—-0.90;
-0.92¢
—0.94;
—0.96}
—-0.98¢

0.5¢

0.00 |

1)

W(#)

—0.5¢

—1.0t

Vidimo, da je slika precej drugacna, kot ¢e bi imeli nitno nihalo, kjer bi bila opisana pot konca vedno enaka.
V povpreéju vrv opisuje neko predpisano pot, hkrati pa valuje, tako da konec opise nekaksno ,yinjeno“ voznjo.
Desna slika prikazuje posamezno koordinato z in y. Opazimo podobno dogajanje kot pri navadnem nihalu,
s tem ,da imamo tu 8e valovanje vrvi.

Ogledamo si lahko Se ohranjanje energije, kjer celotno energijo izracunamo kot:

1. .
Ey=Ey+E,= / (2 (2(s)* +9(s)?) + y(s)) ds.
Prisotni sta kineti¢na in potencialna energija, katerih vsota bi morala biti konstantna:
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Situacija je kot pricakovana. Imamo kineti¢no in potencialno energijo, ki obe nihata, vsota pa je konstantna
in negativna, saj je sistem vezan. Natan¢nost energije si bomo podrobneje ogledali kasneje. Za boljso
predstavo prilagam $e animacijo za dani primer, kjer je prikazano tudi ¢asovno obnaganje sile:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/vrv_£fi_pi_8.gif


https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/vrv_fi_pi_8.gif

Oglejmo si Se zgoraj prikazane koli¢ine pri nekoliko veéjem zaetnem odmiku ¢ = 7/3:
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Vidimo, da je odklon v tem primeru ustrezno vecji, nihanje pa bolj ,divje“. Oglejmo si Se pot, ki jo opise
konec:
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Tu vidimo, da opisana pot ni ve¢ podobna kroznici. Situacija je podobna guganju na gugalnici, ki je pripeta
z vrvjo in ne z zeleznimi palicami, kjer pri velikih odmikih sila povzroci, da se za¢nemo gibati v smeri proti
osi vrtenja, in ne le pravokotno na njo, kar je sicer nekoliko neprijetna izkusnja. Na desni strani zdaj tudi
oblika funkcije ni veé¢ sinusna, kot je bila prej, Ceprav popacena, kar je pri velikih odmikih tudi pri¢akovano.

Tudi tu prilagam zraven Se animacijo za boljSo predstavo:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/vrv_fi_pi_3.gif


https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/vrv_fi_pi_3.gif

5 Veriznica

Kot smo omenili, je zacetno stanje ravne vrvice nekoliko nefizikalno, saj jo v teoriji napenja neskon¢na sila.
Bolj realna situacija je oblika veriznice. Oglejmo si primer, kjer zanihamo vrv iz tak$ne pozicije, kjer vrv ni
v celoti napeta:
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Tudi v tem primeru je nihanje precej divje in predvsen nekonsistentno, saj se en konec vrvi giblje drugace
kot drug del. Oglejmo si §e pot, ki jo opiSe konec:
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Iz leve slike ne znamo razbrati pametnih informacij, opisana pot konca vrvi ima v tem primeru le estetski
pomen, saj o periodi¢nosti gibanja ne moremo veliko sklepati. To pa ne drZzi za desno sliko, kjer se da periodo
nihanja lepo razbrati. Tudi tu prilagam zraven Se animacijo za boljSo predstavo:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/vrv_veriga.gif

Kot zanimivost prilagam Se animacijo, kjer je zafetno stanje veriznice preve¢ ekstremno in se stabilnost
ratunanja porusi:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/vrv_veriga_bad.gif
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6 Vpliv parametrov na ohranjanje energije

V tem razdelku si bomo ogledali, kako ¢asovni korak, §tevilo ¢lenkov in izbira zacetnega kota vpliva na
ohranjanje energije skozi ¢as. Najprej si oglejmo vpliv izbire ¢asovnega koraka, kjer sem izbral ¢asovne
korake At € [1072, 5 x 1073, 1073]:
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Leva slika prikazuje energijo v odvisnosti od ¢asa. Vidimo, da ve¢ji ¢asovni korak povzroc¢i narai¢anje energije
skozi Cas, kar je seveda posledica akumulacije numeri¢ne napake. Desna slika prikazuje odmik od zacetne
vrednosti energije v logaritemski skali. Vidimo, da se natan¢nosti giblje nekje na 3 decimalnih mestih, potem
pa s ¢asom nara$ca, Se sploh tam, kjer imamo vecji ¢asovni korak.



Oglejmo si 8e vpliv Stevila ¢lenkov v vrvi, kjer sem izbiral med $tevili ¢lenkov N € [10, 20, 30, 50, 100]:
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Na levi sliki vidimo, da so fluktuacije energije precej nizje pri veéjem Stevilu ¢lenkov, tako da lahko ponekod
v nekem ¢asovnem obdobju doseZemo natan¢nost tudi na 4 decimalna mesta.



Za konec si oglejmo e vpliv zacetne kota, kjer sem izbiral med koti ¢¢ € [7/8, 7/6, 7T/4 /3]
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Tokrat dobimo seveda razli¢ne energije, saj spustimo vrv iz viSje zacetne lege. Opazimo, da se pri vecjih
zacetnih odklonih numeri¢na napaka hitreje akumulira, zato je pri teh zacetnih stanjih natan¢nost slabsa.
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