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Naloga:

Pri tej nalogi smo obravnavali gibanje neraztegljive vrvice v polju teºe, ki je z enim koncem pritrjena na
stropu in prosto niha. Dane ena£be iz navodil smo diskretizirali ter re²ili tridiagonalni matri£ni sistem,
da smo lahko dolo£ili silo tekom vrvi, ki jo potrebujemo za napoved kotov v naslednjem £asovnem koraku.
Nihanje vrvi sem izra£unal za za£etno stanje, ko je vrv ravna in odklonjena za nek kot ϕ0 ter ko ima vrv na
za£etku obliko veriºnice. Na koncu sem si ogledal ²e ohranjanje celotne energije vrvi in pa vpliv parametrov
vrvi na stabilnost ohranjanja energije.



1 Naloga

Simuliraj gibanje vrvice, £e je za£etni pogoj ravna mirujo£a vrvica pri ϕ = ϕ0.

2 Uvod

Obravnavamo gibanje neraztegljive vrvice v polju teºe. Vrvica je z enim koncem pritrjena na stropu in prosto
niha. Najprej zapi²emo ena£bi gibanja za vrvico:
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kjer smo vse spremenljivke napravili brezdimenzijske in normirane tako, da smo upo²tevali lastnosti vrvi.
Za opis krivulje smo uporabili naravno parametrizacijo. V zgornjem primeru ²tejemo y os navzdol. Za
neraztegljivo vrvico mora veljati ²e: (
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Kot ºe v eni od prej²njih nalog, tudi tu uvedemo novo spremenljivko - kot naklona vrvice ϕ. Velje, da:
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Na tak na£in dobimo avtomatsko izpolnjeno kontinuitetno ena£bo (3), iz prvih dveh ena£b pa dobimo zvezi:
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Ena£ba (5) predstavlja ena£bo za silo, kjer desno stran obravnavamo kot partikularni del, ena£ba (6) pa
predstavlja ena£bo za kote v novem £asovnem koraku. Zapi²emo lahko ²e robne pogoje za vrvico. Za levo
strani pri s = 0, velja preko ena£be (1):
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Na desni strani pri s = 1 pa velja, da sta sila in drugi odvod kota enak 0:

F = 0,

∂2ϕ

∂s2
= 0.

Omeniti moramo, da je za£etni pogoj ravne vrvice pri nekem kotu ϕ0 ne�zikalen, saj bi za tak²no stanje
vrvice morali vrvico napeti z neskon£no silo.
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3 Re²evanje

Vrv sem z N + 2 to£kami razdelil na N + 1 enako dolgih intervalov dolºine ∆s. Kote ϕin sile F sem ra£unal
v istih to£kah, kot je prikazano na skici:

Vidimo, da imamo, poleg za£etne to£ke, N kotov in N + 1 sil. Oglejmo si diskretizacijo zgornjih ena£b. Z
indeksom n sem ozna£il diskretizacijo v £asu kot t = n∆t, z indeksom i pa diskretizacijo po dolºini vrvi kot
s = i∆s. Ena£bo za silo v (5) diskretiziramo kot:
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Za pribliºek prvega odvoda sem vzel simetri£no diferenco. Zgornji sistem re²ujemo matri£no, za re²itev pa
dobmo vektor sil. Ena£ba ne velja za sile na robu vrvi, temve£ le za Fi, i ∈ [2, N ]. Za£etni robni pogoj
upo²tevamo z diskretizacijo leve ena£be v (7):
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Ena£bo lahko kar dodamo v matri£ni sistem. Robni pogoj za silo na koncu vrvi je preprost, in sicer:

FN+1 = 0. (10)

Tako izra£unamo vektor sil preko poznanih kotov ob £asu t in t−∆t.
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Ko imamo vektor sil, lahko izra£unamo nov vektor kotov ob naslednjem £asu preko diskretizirane ena£be za
kot v (5):
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Tudi tu smo za prvi odvod uporabili simetrizirane diference. Zgornja ena£ba je ob poznavanju vektorja sil
F preprost za£etni problem. Tako kot prej, tudi ta ena£ba ne velja za kote na robu. Za£etni robni pogoj
upo²tevamo z diskretizacijo desne ena£be v (7):

F2
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Tu smo izkoristili simetri£no diferenco, da se izognemo re²evanju transcendentne ena£be. Na koncu upo²te-
vamo ²e robni pogoj na koncu, kjer je drugi odvod kota enak 0:

ϕN − 2ϕN−1 + ϕN−2 = 0.

Tako smo izra£unali kote v naslednjem £asovnem koraku in zaklju£ili ra£unski postopek ene zanke, zanko pa
ponavljamo do poljubnega £asa, v kolikor re²itev ne za£ne divergirati.

4 Rezultati

Za ravno vrvico na za£etku sem naredil £asovni razvoj nihanja, ki je po delih prikazan na spodnji sliki:
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Vrv za£ne nihati, pri tem pa se zvija, kot ji narekuje sila. Zgornji primer prikazuje animacijo vrvi pri
za£etnem odklonu od navpi£ne osi ϕ0 = π/8, ²tevilu £lenkov N = 50 in £asovnem koraku ∆t = 5×10−3. Kot
zanimivost si oglejmo ²e pot, ki jo opi²e konec vrvi, v odvisnosti od £asa, ter lo£eno ²e njegove koordinate:

Vidimo, da je slika precej druga£na, kot £e bi imeli nitno nihalo, kjer bi bila opisana pot konca vedno enaka.
V povpre£ju vrv opisuje neko predpisano pot, hkrati pa valuje, tako da konec opi²e nekak²no �vinjeno� voºnjo.
Desna slika prikazuje posamezno koordinato x in y. Opazimo podobno dogajanje kot pri navadnem nihalu,
s tem ,da imamo tu ²e valovanje vrvi.

Ogledamo si lahko ²e ohranjanje energije, kjer celotno energijo izra£unamo kot:

E0 = Ek + Ep =

ˆ (
1

2
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)
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)
ds.

Prisotni sta kineti£na in potencialna energija, katerih vsota bi morala biti konstantna:

Situacija je kot pri£akovana. Imamo kineti£no in potencialno energijo, ki obe nihata, vsota pa je konstantna
in negativna, saj je sistem vezan. Natan£nost energije si bomo podrobneje ogledali kasneje. Za bolj²o
predstavo prilagam ²e animacijo za dani primer, kjer je prikazano tudi £asovno obna²anje sile:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/vrv_fi_pi_8.gif
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Oglejmo si ²e zgoraj prikazane koli£ine pri nekoliko ve£jem za£etnem odmiku ϕ = π/3:

Vidimo, da je odklon v tem primeru ustrezno ve£ji, nihanje pa bolj �divje�. Oglejmo si ²e pot, ki jo opi²e
konec:

Tu vidimo, da opisana pot ni ve£ podobna kroºnici. Situacija je podobna guganju na gugalnici, ki je pripeta
z vrvjo in ne z ºeleznimi palicami, kjer pri velikih odmikih sila povzro£i, da se za£nemo gibati v smeri proti
osi vrtenja, in ne le pravokotno na njo, kar je sicer nekoliko neprijetna izku²nja. Na desni strani zdaj tudi
oblika funkcije ni ve£ sinusna, kot je bila prej, £eprav popa£ena, kar je pri velikih odmikih tudi pri£akovano.

Tudi tu prilagam zraven ²e animacijo za bolj²o predstavo:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/vrv_fi_pi_3.gif
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5 Veriºnica

Kot smo omenili, je za£etno stanje ravne vrvice nekoliko ne�zikalno, saj jo v teoriji napenja neskon£na sila.
Bolj realna situacija je oblika veriºnice. Oglejmo si primer, kjer zanihamo vrv iz tak²ne pozicije, kjer vrv ni
v celoti napeta:

Tudi v tem primeru je nihanje precej divje in predvsen nekonsistentno, saj se en konec vrvi giblje druga£e
kot drug del. Oglejmo si ²e pot, ki jo opi²e konec:

Iz leve slike ne znamo razbrati pametnih informacij, opisana pot konca vrvi ima v tem primeru le estetski
pomen, saj o periodi£nosti gibanja ne moremo veliko sklepati. To pa ne drºi za desno sliko, kjer se da periodo
nihanja lepo razbrati. Tudi tu prilagam zraven ²e animacijo za bolj²o predstavo:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/vrv_veriga.gif

Kot zanimivost prilagam ²e animacijo, kjer je za£etno stanje veriºnice preve£ ekstremno in se stabilnost
ra£unanja poru²i:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/vrv_veriga_bad.gif
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6 Vpliv parametrov na ohranjanje energije

V tem razdelku si bomo ogledali, kako £asovni korak, ²tevilo £lenkov in izbira za£etnega kota vpliva na
ohranjanje energije skozi £as. Najprej si oglejmo vpliv izbire £asovnega koraka, kjer sem izbral £asovne
korake ∆t ∈

[
10−2, 5× 10−3, 10−3

]
:

Leva slika prikazuje energijo v odvisnosti od £asa. Vidimo, da ve£ji £asovni korak povzro£i nara²£anje energije
skozi £as, kar je seveda posledica akumulacije numeri£ne napake. Desna slika prikazuje odmik od za£etne
vrednosti energije v logaritemski skali. Vidimo, da se natan£nosti giblje nekje na 3 decimalnih mestih, potem
pa s £asom nara²£a, ²e sploh tam, kjer imamo ve£ji £asovni korak.
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Oglejmo si ²e vpliv ²tevila £lenkov v vrvi, kjer sem izbiral med ²tevili £lenkov N ∈ [10, 20, 30, 50, 100]:

Na levi sliki vidimo, da so �uktuacije energije precej niºje pri ve£jem ²tevilu £lenkov, tako da lahko ponekod
v nekem £asovnem obdobju doseºemo natan£nost tudi na 4 decimalna mesta.
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Za konec si oglejmo ²e vpliv za£etne kota, kjer sem izbiral med koti ϕ0 ∈ [π/8, π/6, π/4, π/3]:

Tokrat dobimo seveda razli£ne energije, saj spustimo vrv iz vi²je za£etne lege. Opazimo, da se pri ve£jih
za£etnih odklonih numeri£na napaka hitreje akumulira, zato je pri teh za£etnih stanjih natan£nost slab²a.
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