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Naloga:

Pri tej nalogi smo se spoznali z Navier-Stokesovo ena£bo za teko£ine. Obravnavali smo vsiljeni tok viskozne
teko£ine v kvadratni votlini, kjer smo poganjali eno ali ve£ sten v neki smeri. Opazovali smo re²itev v
odvisnosti od £asa in od Reynoldsovega ²tevila. Izra£unali smo silo na pokrov in si ogledali ²e razne zanimive
animacije.



1 Naloga

Eden od standardnih problemov za testiranje ra£unskih shem za Navier-Stokesov sistem je vsiljeni tok v
votlini (driven cavity). Viskozno teko£ino v dolgi posodi s kvadratnim presekom poganjamo tako, da s
stalno hitrostjo vle£emo pokrov posode. pri ve£jih Reynoldsovih ²tevilih opazimo poleg glavnega ²e stranske
vrtince v nasprotni smeri. Dolo£i hitrostni probil in silo na pokrov v odvisnosti od Re.

2 Uvod

Gibanje nestisljive teko£ine v 2D opisuje sistem ena£b v brezdimenzijskih spremenljivkah v/v0 = (u, v) ,
r/a = (x, y) , p/ρv2

0 → p in Re= aρv0/η:
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Ra£unsko je najpreprostej²a metoda z vrtin£nostjo ζ = − (∇× v)z = ∂u/∂y−∂v/∂x, ki ima v 2D problemih
eno samo komponento. Gibalno ena£bo za ζ dobimo tkao, da na Navier-Stokesovi ena£bi uporabimo operacijo
rotorja:
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Znebili smo se spremenljivke p.

Hitrostno polje dobimo iz tokovne funkcije, v = ∇×ψ, ki ima spet eno samo komponento. Velja u = ∂ψ/∂y
in v = −∂ψ/∂x. Tokovna funkcija jez vrtin£nostjo povezana s Poissonovo ena£bo

∇2ψ = ζ.

Re²evanje poteka po eksplicitni shemi. �asovni korak omejio s pogojem ∆t < 0.4∆x/vmax. Za ψ velja v
Poissonovi ena£bi robni pogoj prve vrste, s £imer je zagotovljeno, da ni hitrosti v steno. Ker mora biti tudi
tangentna hitrost ob steni enaka hitrosti stene, bi moral za ψ isto£asno veljati ²e robni pogoj druge vrste.
Iz njega izpeljemo robni pogoj za vrtin£nost, ki svojih pogojev nima. V najniºjem redu dobimo za vrednost
na desni togi steni:
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2
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Ena od koli£in, ki si jih lahko tudi ogledamo, je sila teko£ina na pokrov v odvisnosti od Re. Sio na pokrov
izra£unamo preko integracije viskoznega tenzorja p po zgornjem robu posode. Ker nas zanima samo sila v
x smeri, potrebujemo le komponento:
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Drugi £len je v na²em primeru enak 0 in ga lahko izpustimo Brezdimenzijska sila na pokrov je potem podana
z:
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3 Re²evanje

Numeri£en postopek re²evanja je sestavljen iz ve£ korakov. V prvem koraku nastavimo za£etne pogoje,
potem pa izvr²ujemo £asovno zanko, kjer izvajamo naslednje korake:

1. Iz hitrosti ut in vt ter iz trenutne vrtin£nosti ζt dolo£imo vrtin£nost ob novem £asu ζt+∆t preko
diferen£ne oblike ena£be (1):
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2. Nato iz novo dobljene vrtin£nosti ζ izra£unamo hitrostni potencial ψ preko Poissonove ena£be. Za
re²evanje te ena£be sem uporabil metodo SOR z asimptotskim pospe²kom za kvadratno mreºo. SOR
iteracije sem ponavljal, dokler ni bila zaporedna sprememba manj²a od 10−6.

3. Iz hitrostnega potenciala ψ lahko dolo£imo hitrosti u in v preko ena£b:

ui,j = vi,j
1

2h
(ψi+1,j − ψi−1,j) vi,j =

1

2h
(ψi,j+1 − ψi,j−1) .

4 Rezultati

Najprej si oglejmo (psevdo) £asovno odvisnost hitrostnega potenciala in hitrosti pri Re = 2000:

Vidimo, da za£etno premikanje stene povzro£i spremembo. Pri hitrostnem potencialu vidimo velikost hitrosti
v posamezni to£ki, kjer je tudi sredi²£e vrtinca.
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Za ogled vrtincev si moramo ogledati vektorsko polje hitrosti:

Nastane vrtinec, ki se po£asi premakne v stacionarno stanje. Prikazane so tudi tokovnice in njihova smer, za
laºjo predstavo premikanja teko£ine. Moºen je tudi nastanek stranskih sekundarnih vrtincev, ki pa so bolj
o£itni pri vi²jih Reynoldsovih ²tevilih.

Oglejmo si hitrostni potencial in hitrosti ²e pri treh razli£nih Reynoldsovih ²tevilih Re = {50, 500, 5 000} za
primer, ko poganjamo le eno od sten. Rezultati so prikazani s slikami kon£nih stanj:
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Vidimo, da se vrtinci pri niºjih Reynoldsovih ²tevilih bolj drºijo stene, kar je zaradi nizke viskoznosti smiselno.
�e Reynoldsovo ²tevilo pove£amo, se vrtinec premakne vi²je in se pove£a, hkrati pa nastanejo ²e sekundarni
vrtinci, ki smo jih omenili tudi prej.

Kot zanimivost prilagam ²e povezavo do treh razli£nih animacij, ki prikazujejo zgornjo situacijo pri treh
razli£nih vrednostih Re:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/1_100.gif

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/1_2000.gif

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/1_5000.gif

4.1 Sila na pokrov

V razdelku zgoraj smo de�nirali silo na pokrov votline, ki jo lahko izra£unamo pri razli£nih vrednostih Re:

Leva slika prikazuje silo v odvisnosti od Re v linearni skali, desna pa v log-log skali. Vidimo, da je odvisnost
res poten£na in gre sicer v teoriji kot 1/Re. V na²em primeru imajo vrednosti nekolik²en odmik, ki pa ga
lahko pripi²emo premajhni velikosti kvadratne mreºe (30× 30) in pa seveda prekratkemu £asu propagacije,
sicer pa je rezultat v splo²nem zadovoljiv.
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4.2 Natan£nost metode

Preverjal sem tudi natan£nost metode v odvisnosti od £asa pri razli£nih Reynoldsovih ²tevilih 50, 500 in
5 000. Oglejmo si maksimalno vrednost zaporedne spremembe v odvisnosti od £asa:

Opazimo, da re²itev z Re = 50 hitro konvergira in se zaporedne re²itve vedno manj razlikujejo, kar pomeni
da se vrtinec hitro doseºe stacionarno stanje in tam tudi ostane. Konvergenca se kmalu kon£a, saj doseºemo
numeri£no natan£nost. Pri Re = 500 se izkaºe, da je ta konvergenca po£asnej²a, vendar bi lahko dosegli
bolj²e natan£nosti, £e bi po£akali dlje £asa. Enako ne moremo re£i za re²itev z Re = 5 000, saj se izkaºe,
da pri vi²jih vrednostih Re vrtinec za£ne poplesavati in se nikoli ne ustavi, ali pa se ustavi po zelo velikem
£asu. To je razlog za omejeno konvergenco, saj se vrtinec kroºi okoli centralne to£ke s konstantno hitrostjo,
oziroma s konstantno veliko spremembo v vsakem koraku.

5 Dodatni primeri

Metoda nam omogo£a svobodno izbiro robnih pogojev, kar privede do raznih zanimivih re²itev. Spodaj
si lahko ogledamo ²e hitrost in hitrostni potencial za primera, kjer premikamo 2 steni: V prvem primeru
premikamo zgornjo in sprodnjo steno v isti smeri:

6



V tem primeru vidimo, da se re²itev razdeli na dva zrcalna dela, kjer hitrost na polovi£ni vi²ini nima
komponente v smeri y. Kon£na re²itev je vedno bolj simetri£na pri ve£jih Re, saj se tam teko£ina manj drºi
stene. Prilagam ²e povezavo do dveh animacij, ki prikazujejo zgornjo situacijo pri dveh razli£nih vrednostih
Re:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/2diff_100.gif

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/2diff_7000.gif

V drugem primeru premikamo zgornjo in spodnjo steno v nasprotnih si smereh:

V tem primeru je ozadje nekoliko prikrito. Pri £asu t = 0 imamo v resnici 2 lo£ena vtinca, ki se vrtita v
razli£nih smereh, na koncu pa se zdruºita, kar je opazno v priloºenih animacijah, tu pa imamo le kon£no
stanje. Tu vidimo re²itev, ki je usmerjeno po diagonali, ki kaºe v izvorni smeri prvotnih vrtincev, z ve£jo
vrednostjo Re pa se to obmo£je raz²iri v simetri£en kvadrat.
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Prilagam ²e povezavo do dveh animacij, ki prikazujejo zgornjo situacijo pri dveh razli£nih vrednostih Re:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/2same_100.gif

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/2same_2000.gif

Prilagam ²e 2 dodatna primera, ker pa smo povedali ºe ve£inoma vse, kar je bilo potrebno, prilagam le
animacije. V prvem primeru vrtimo vse ²tiri stene v cikli£nem zaporedju. Opazimo, da se na koncu vsi
vrtinci zdruºijo v enega samega:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/4same_2000.gif

V drugem primeru premikamo 2 po 2 steni skupaj v isto to£ko, kar privede do zanimive situacije, ki pa je
precej stacionarna in zato nezanimiva kot animacija:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/4diff_100.gif

https://dl.dropboxusercontent.com/u/12747812/Animacije/4diff_2000.gif
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