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2. naloga - Sluc¢ajna Stevila po zahtevani porazdelitvi
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1 Zrebanje smeri v prostoru

Smer v prostoru navadno opiSemo s kotoma 6 in ¢. Tako je smiselno iskanje preliti v sferi¢ne koordinate,
tam pa imamo zaradi transformacije:

p(x1, T2, w3)dr1deadrs = p(y1,y2,y3)J (T)dzidrsdrs

spremenjeno porazdelitev. Ce je bila prej porazdelitev enakomerna po prostoru, bomo v sferi¢nih koordinatah
dobili §e dodaten ¢len zaradi J(T), Jacobijeve determinante transformacije. Seveda je ta za prehod v kote
enaka sin(1), tako da lahko zapisemo:
v
aQ
d*w
dy dY
kjer je C normirna konstanta. To slednje lahko prepisemo tudi v:

dw dw
dp dcosd 7’

= C'sind,

saj smo moteco kotno funkcijo pospravili v diferencial. Vemo, da je C = ﬁ, tako da smo ze dobil recept.
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Slika 1: Porazdelitev po 9 ni ve¢ enakomerna, pa¢ pa se zaradi prehoda v drugaéne koordinate razsuje.
Seveda je sorazmerna sin 1, kar nam kaze tudi leva slikica, ko okoli prave vrednosti skace nasa porazdelitev.
Desno pa vidimo, da lahko tudi za take porazdelitve izra¢unamo x2 in da je porazdelitev presenetljivo dobra.

Izberemo kot ¢ med 0 in 27 z verjetnostjo %, kar nam oklesti konstanto na %, nato pa Se na inter-
valu od -1 do 1 izberemo kosinus 9 s konstantno verjetnostjo % zaradi razsiritve intervala, pa smo opravili.



Tabela 1: Primerjava pravih momentov in njihovih odmikov za generiranje nakljuéne smeri v prostoru

moment | prava povprecje prava o o

fi 3.14159 3.13117 3.28987 3.23971
theta 1.5708 1.56867 0.467401 | 0.463123
y10 0 0.0017314 | 0.333333 | 0.330726
y20 -0.25 | -0.00781255 0.8 0.789767
yll 0 0.0115674 | 0.333333 | 0.336961
y21 0 0.00490468 | 0.0666667 | 0.067839
y22 0 0.00275678 | 0.266667 | 0.269491

Seveda interval izbire naklju¢nega Stevila brez tezav raztegnemo (mnozimo) , s tem tudi zmanjSamo verjet-
nost na konstantnem intervalu, in premaknemo, s ¢imer verjetnostne porazdelitve na samem intervalu ne
spreminjamo. Tako je:

p=2m& in ¥ = ArcCos (26 —1)

Opazoval sem nekatere momente pri tej porazdelitvi. Ob ze klasi¢cnih < ¢ > in < ¥ > Se momente
krogelnih funkcij < Y;,,, >. Rezultate kaze preglednica. Velika neujemanja so predvsem pri ¢. Mogoce sem
to narobe izrac¢unal ali pa je 10000 stevil premalo za dobro oceno odmika. Povprecja so namre¢ kar prava.
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Slika 2: Porazdelitev x? za enakomerno porazdelitev po . Tri krivulje na sliki so bile narisane za razli¢ne
vrednosti N(3tevila poskusov za vsak x) in M(3tevila predalékov), pri stalnem ramzmerju % = 100. Najvisja
in najozja krivulja je tista z najvecjim N(10%), je pa ta tudi hkrati najbolj leva. Zdi se, da gre povpreéje
krivulje k vrednostim , manjsim od 1 za velike N. Ozanje je posledica teorije, ki napove §irino porazdelitve
x? kot nekaj, sorazmernega inverznemu korenu M. To se na sliki lepo vidi. V splognem se zdi porazdelitv po
kotu ¢ odli¢na.



Tabela 2: Primerjava izra¢unanih in dejanskih momentov nekaterih znanih funkcij za porazdelitev, so-
razmerno sin}. Ujemanja so tako v prvem kot v drugem moemntu, torej gre za smiselne porazdelitve.

moment | prava povprecje | prava o’ o2

fi 3.14159 3.13117 3.28987 3.23971
theta 1.5708 1.57264 0.322467 | 0.319641
y10 0 -0.00151301 0.25 0.247787
y20 -0.25 -0.256633 0.5625 0.556749
yl1 0 0.0115482 0.375 0.379108
y21 0 -0.00476163 | 0.0625 0.0632648
y22 0 0.00176223 0.3125 0.315372

2 Porazdelitev fotonov dipolnega sevanja po smereh v prostoru

Porazdelitev kosinusa thete pri fotonih
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Slika 3: ce zahtevamo, da je porazdelitev po prostoru sorazmerna sin®, se porazdelitev po ¢ tudi moéno
spremeni. Tako je na levi sliki prikazana porazdelitev po kosinusu 9, ki gre kot sin(ArcCos(cos)), kar je
nekaj v zlahti z elipso. Na desni pa je prikazana porazdelitev po x2, tokrat za porazdelitev po ¥. Ta je
sorazmerna sin ¥, kar pa se na sliki za x? seveda ne vidi. Vendar je porazdelitv kljub tmeu prav lepa.

Zdaj preprosto zapiSemo:
d .
d_Q = sin 19,

torej bo porazdelitev po ¢ spet konstantna na intervalu [0, 27), medtem ko bo za porazdelitev po ¢ veljalo:

2
dw = Zsin? 9.

49

Ta izraz je celo integrabilen, dobimo grdo klobaso:

w(¥) = %19 - isin 249,
ki pa seveda ni obrnljiva. Vsaj ne analiti¢no. Ker pa si zelimo simulatorja dipolnega sevanja, ko bomo obrnili
numeri¢no. Vsaj jaz sem jo kar z bisekcijo. Integral je namre¢ monotona funkcija in ima zato re§itev za vsako
stevilo med 0 in 1. Namesto w(}) piSemo nakljuéno stevilo £ nekje na intervalu zaloge vrednosti intervala;
za normirano funkcijo kot naso je to pa¢ vrednost med 0 in 1, nato pa z bisekcijo poi§éemo pripadajoco ¥ in
imamo smer. Primerjave orazdelitev dajejo slike, momenti pa so navedeni v pregeldnici. Tezave so podobne
kot pri uniformni prostorski porazdelitvi.



3 Generiranje normalne (Gaussove) porazdelitve

Obstajata dva najpreprostej§a nacina za doloéitev nakljuénih &tevil, porazdeljenih po Gaussu. Eden je
seStevanje, torej:

N

Y= Z(_l)Z§i7

i=1
kjer (-1) skrbijo, da se nam povprecje ne premakne, stevilo sestetih nakljuénih stevil pa je odvisno od Zeljene
o. Ker je za enakomerno porazdelitev ¢ = %, je za o potrebno sesteti 12 stevil. Seveda to pomeni, da pod
-6 in nad 6 ni zadetkov, a je tam veerjetnost tako majhna, da se to porazdelitvi komajda pozna. Drug nacin
pa izhaja iz integrala. V eni dimenziji je gaussovo funkcijo tezko integrirati, saj pridemo do numerié¢ne erf,
ki je zato tezko obrnljiva. Vendar pa lahko dvodimenzionalno gaussovko s spremembo koordinat privedemo

do napotka:
v = /—21n & cos(2nE,)
vo = /—21n & sin(2ns)

Brez tezav se da pokazati, da sta y; in 2 neodvisni nakljuéni §tevili in da za obe velja neodvisno, da sta
porazdeljeni po Gaussu. Primerjalni testi obeh naginov so na slikah. O¢itno je, da je drugi hitrejsi in
natanc¢nejsi, prvi pa sluzi le kot trening.

Porazdelitev hi-kvadrat za gaussovko
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Slika 4: K porazdelitvi x? prispeva tudi nacin racunanja t vrednosti. V njej nastopa v vsakem ¢lenu vsote v
imenovalcu vrednost o2. To lahko vzamemo iz izmerjenih vrednosti, ali pa iz teoreti¢nih podatkov, obakrat je
0% = /N;, N; = hx N * f(z;),h je §irina predal¢ka, N §tevilo poskusov, f(x) pa prava porazdelitev. Razliko
obeh natinov kazeta zgornji sliki. Levo so to koreni iz Stevila zadetkov, desno funkcijske vrednosti. Na
obeh slikah pa so prikazane porazdelitve za razlicne N in M (glej podnapise pri prej”njih slikah), N/M=100,
N=(10%,5 - 105, 10%). Krivulje so vse ozje, povpredja pa se zaskrbljujoée manjsajo. Vzrok je mogoce to,
da zaradi manipulacije z enakomernimi porazdelitvami, ki naj bi nas pripeljale blizu gaussovkam, prevec
omejimo razmah na”ih nakljuénih §tevil in so krivulje preve” pravilne.

Pri obeh pa je zanimivo, da se nam 2 seli proti 0 za velike vrednosti N(§tevila poskusov) in M(5tevilap
redal¢kov) ob stalnem razmerju % Zdi se, da postajajo funkcije zaradi tezkih predpisov preve¢ pravilne
in izgubljamo naklju¢ne napake. A kdo bi vedel. LEpo je videti tudi ozanje krivulje, skladno s teorijo, za
nara§¢ajoce M.

4 Gaussova porazdelitev z zavracanjem

Razli¢ne porazdelitve (binomsko, Poissonovo) lahko generiramo z zavracanjem. Za to rabimo samo krivuljo,
ki na vsem definicijskem obmocju prekriva nago funkcijo, ki je integrabilne in katere integral je (preprosto)



obrnljiv. Za Gaussovko je dobra krovna funkcija Lorentzova, katere parametre lahko dolo¢imo tako, da bo
prekrila gaussovko. Tako recimo Lorentz oblike:

\/g(l + %)t
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Slika 5: Pri generiranju z zavrac¢anjem izbiramo vrednosti, ki so porazdeljene po zgornji (Lorentzovi) krivulji,
zavrac¢amo pa tiste, pri katerih drugo nakljuéno stevio (y) pade izven obmocja, ki ga omejuje spodnja krivulja.
Tako dobimo porazdelitev na sliki, ovito okrog spodnje prave krivulje. Kot se vidi tudi iz razmerja ploséin
veliko §tevil zavrnemo (priblizno 5 za 10 dobrih)

Prave naklju¢ne vrednosti pa generiramo takole:
e izberemo vrednost med 0 in A, kjer je A vrednost integrala krovne funkcije po celem prostoru
¢ 7z inverzom integrala poiSéemo vrednost x, pri kateri je integral dosegel naso izbrano vrednost

e izberemo Se drugo nakljéno vrednost y med 0 in vrednostjo krovne funkcije v x. Tako izbran par (x,y)
je porazdeljen enakomerno med krovno funkcijo in absciso.

e (e lezi y tudi v prostoru med absciso in nago iskano funkcijo, obdrzim x, sicer ga odvrzem. Pravzaprav
je y neke vrste senzor. Za dani x je verjetnost, da ga bomo vzeli, ravno enako razmerju med vrednostma
krovne in iskane funkcije. Z nakljucnim y pa preverimo, ce naj x vzamemo. Tudi pri razmerjih blizu 1
se nam lahko zgodi, da kak x zavrnemo, a le malokrat. Tako je res verjeti, da so izzrebani x porazdeljeni
po iskani krivulji.

Zanimivo je, da z zavracanjem ne izgubimo tako veliko ¢asa. Z omenjeno funkcijo porabimo za vsako
naklju¢no Stevilo celo manj ¢asa kot za seStevanje 12 Stevil. Tako pride sicer okoren nacin do dobre inter-
pretacije. Razmerja med rezultati podaja tabela, primerajavo x2 pa slike. Vidimo, da je zavraganje malo
manj natancéno kot ostala dva naéina, a Se vedno sprejemljivo.



Tabela 3: Primerjava povprec¢nih ¢asov, potrebnih za doloéitev enega naklju¢nega Stevila z normalno po-
razdelitvijo. Izstopa gasdev.c, ki racuna direktno in je zato najhitrejSa rutina, medtem ko sta ostali dve
podobno pocasni. Mogoce je treba dati gaussl.c, ki rac¢una s seStevanjem, nekaj rezerve, ker je napisana
za sploSen o in T, kar zahteva nekaj if stavkov v vsakem koraku. Presenetljivo hiter pa je gasrej.c, Ceprav
zavrne veC kot tretjino vrednosti.

rutina cas [us]
gaussl.c 5.48
gasdev.c 0.80
gasrej.c 4.24

5 Naklju¢éne tocke po volumnu valja
Spet nam je napoti nesrecen Jacobian. Kot Ze vemo, je:
p(z1, T2, 23)dz1dT2dTs = P(Y1,Y2, Y3) T (T)dz1d22d23,

kar pomeni, da bo porazdelitev, enakomerna v kartezitnem sistemu (kakrsne so vse, ki so enakomerne po
volumnu) v drugem sistemu dobila e kaken faktor. Tako bomo mi dobili:

dw 3
W (7‘790719) - ﬂ_hR2T7

pa Se prostor za te spremenljivke ni e pravokotnik. A blizje smo. Najprej izlo¢imo ¢, ki se giblje v svojem
prostoru. Seveda je porazdelitev enakomerna na [0,27), tako ob noramlizaciji oklestimo naSo konstanto.

Ostane nam:
dw 6

—(rz) = —r
dS ( ? ) hRZ 7
kjer je S povr§ina med osema r in z. Nesemo r v diferencial na levi strani in zamenjamo koordinate (r — r?),

da dobimo:
dw  , | 3

as ) = i
saj smo 2 porabili za diferencial d(r?) = 2rdr, S pa zdaj pomeni ploskev med z in r2. Pridobili smo
konstantno porazdelitev po ploskvi, ki pa jo omejuje parabola meje stozca. Ce bi bili v valju, bi lahko izbrali
katerikoli par (r2,z) po enakomerni verjetnosti v vsaki smeri. Tako pa imamo omejujo¢o krivuljo. Linearna
funkcija, ki povezuje r in z:

se spremeni v parabolo:

oziroma: \/_
U
=h - — .
‘ ( R )

Tu je takoj ocitno, da obstajata dve poti izbire naklju¢nega elementa nase povrsine. Lahko smatramo,
da je z funkcija nad u, ali pa da je u funkcija nad z. Pri obeh primerih ravnamo enako. Dolo¢imo integral
funkcije u(z) ali z(u), pois¢emo inverz, izberemo vrednost med 0 in vrednostjo integrala po celem obmocju,
z inverzom najdemo ustrezno vrednost neodvisne spremenljivke, nato pa s pomod&jo funkcije dolo¢imo meje
izbiranja druge Stevilke po enakomerni porazdelitvi. Ker gre ravno za diferenciale ploséine, bo izbrana
verjetnost ze normirana na volumen stozca. Ce vzamemo z(u), dobimo nekoliko zoprn integral:

3u

wlu) = 25— =g,



Tabela 4: Primerjava ¢asov, potrebnih za doloéitev ene naklju¢ne tocke v stozcu. Pri pointl.c se delamo,
da je podana krivulja u(z), pri point2.c pa, da je podana krivulja z(u) (tu uporabljam bisekcijo). Razlika
je ocitna.

rutina cas{us}
pointl.c 3.0
point2.c 21.2

ki ga obrnemo z bisekcijo, z pa dobimo z drugim naklju¢nim §tevilom:

z =& (—%\/u_g+h) seveda je r = ,/ug,

kjer je ug z bisekcijo dobljeni inverz integrala pri nakljuénem §tevilu £&. Druga pot (u=u(z)) se izkaze za bolj
obetavno, najdemo celo enostaven inverz integrala. Ta je namre¢ enak:

w@ ={(1-3) -1,

kar nam da za r in z:

w=h(1-Y1-6)
=B (1-5).

Kot vidimo, smo morali r vedno 8e koreniti. Tako dobimo po ploskvi res enakomerno porazdelitev, hkrati
pa upostevamo Se tretjo dimenzijo. Slednji postopek je konéen, za vsako Stevilo porabi natanéno tri korake,
vsakega za izaracun svojega §tevila. Deluje noedvisno od razmerja % in najhitreje, kar lahko, ¢e mora vrniti
tri stevilke. Zato se mi zdi, da vpraganje v zvezi z razmerjem ni ve¢ v igri. Ce bi oba nacina zahtevala
bisekcijo, bi mogoce z razvojem v katerem od primerov bisekcijo moéno omilili. Tako pa ne vidim razloga,
da bi navedeno razmerje kakorkoli vplivalo na racunanje po drugi poti in ga navajam kot optimalnega za
izrac¢un tock v stozcu.



\ Porazdelitev hi-kvadrat za gaussovko

Nent=0

40

Mean

RMS =

Porazdelitev hi-kvadrat za gaussovko|

=0

0

Pogostnost
w
al

20

15

10

\ \’c /
/ “V \
T IRV 7/ i B AV

02 04 06 038 1

F\\%\%/MW\M\ LA A

1.2 14 16 1.8 2
vrednost hi-kvadrat

OO

\ Porazdelitev hi-kvadrat za gaussovko |
40

Porazdelitev hi-kvadrat za gaussovko|

Nent=0

Mean = 0

RMS = 0

Pogostnost
w
a

20

15

10

V’/\V\\A—\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

1.2 14 16 18 2
vrednost hi-kvadrat

\\\\\\/\’\/\\\\
02 04 06

OO

0.8 1

| Porazdelitev hi-kvadrat za gaussovko |

Porazdelitev hi-kvadrat za gaussovko|

Nent=0

= 25 ean =
g 2T
o RMS = 0
s [
“;; [
o [
S 20
o L
- N
B |
15 Il
B Il
B UL
- il
10— Bl
|
- J
[ s‘\/
5
B f S VA A
ol b N Y CABAANL
0 02 04 06 038 1 12 14 16 1.8 2

vrednost hi-kvadrat

Slika 6: Primerjava porazdelitev po x? za tri nase nacine dolo¢anja tevil po Gaussovi funkciji. To dopolnjuje
tabelo o izmerjenih ¢asih. NA vsaki sliki so tri kivulje, ki ustrezajo trem razli¢nim stevilom poskusov (N) pri
dolo¢anju x? (N=10%,5 - 10°, 10°%), razmerje med steWlom predalckov(M) in N pa sem obdrzal konstantno.
Vidi se padajoci trend vseh treh krivulj, vzrok je mogoce v pretirani natan¢nosti ali pa nenatancnem inte-
griranju pri primerjavi vrednosti v x2 testu. Po vrsti zgoraj formula, sredi sestevanje in spodaj zavra’canje.



Porazdelitev 2-D

Slika 7: ¢e gledamo projekcijo izzrebane tocke na ravnino xy, bo realtivna pogostnost teh tock ravno opisala
stozec nad ravnino, ¢e prav izbiram tocke. Ker res dobim stozec, je to pravilna metoda. Stozec je videti
dokaj pravilen. (N=10000, m(delilne tocke na stranico)=10)



