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Poglavje 1

Fizika jedra

1.1 Kvantno mehanski problem dveh teles

Obravnavamo problem dveh teles, med katerima predpostavimo potencial, odvisen le od njune
medsebojne razdalje. Kvantnomehansko taksno situacijo v sploSnem opiSemo z naslednjim Ha-
miltonovim operatorjem

. _ Pt P}

H=_——+4+ = 4+V(x1 —%X2), 1.1

2m;  2mgo a 2) (1.1)

kjer so m;, X; in p; masa, operator koordinatnega vektorja ter operator vektorja gibalne koli¢ine
i-tega delca. Ce definiramo celotno (M) in reducirano (u) maso sistema kot M = my + mgy in
= mimso /M, lahko uvedemo naslednje nove spremenljivke

Xr = X1 — X2, Pr = p(V1 — V2) = (mep1 — map2)/M,
)A(cm = (mlfcl + m2§(2)/M7 IA)cm = f)l + 132 .
Lahko je pokazati, da kanoni¢na komutacijska pravila ([:El”,ﬁy | = ihd;j6M, kjer indeksa p, v =

1,2, 3 oznac¢ujeta kartezicne komponente tri-dimenzionalnih vektorjev) veljajo tudi za nove spre-
menljivke X;, Pr, Xem, Pem » i lahko Hamiltonov operator prepiSsemo v obliko

+V(x), (1.2)

ki ni ve¢ odvisna od koordinate X.,. Zato za reSitev dvodeléne valovne funkcije uporabimo
nastavek s separacijo spremenljivk v koordinatni reprezentaciji 1) (Xem,X;) = efemXemq)(x,).
Iskanje resitev Hamiltonovega operatorja (Hy = E1) tako zreduciramo na

-9
<§; + V(xr)> ¢(Xr) = Erw(xr) ) (13)

kjer je celotna energija sistema E = E; + h%|key|?/2M . V nadaljevanju se tako spopadamo le
z mnogo lazjim enodel¢nim problemom (povzeto po [1], poglavje 6.4).
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1.2 Valovna funkcija devterona v priblizku potencialne jame

Med protonom (p) in nevtronom (n) v jedru devterona obstaja jedrski potencial, ki ju veze.
V priblizku obravnavajmo tak potencial kot kon¢no potencialno jamo globine Vj in z radijem
Ry. Uporabimo pristop iz primera in Schrédingerejvo enacbo za kvantno-mehanski problem
dveh teles prepisemo v enodeléno obliko z reducirano maso pu = (mpmy,)/(my + my,) ~ m,/2.
Ker je nas potencial sferi¢no simetric¢en, je primerna izbira koordinatne upodobitve s krogelnimi
koordinatami, v kateri se operator kvadrata gibalne koli¢ine p? zapise kot

#? 20 ] 212

ﬁ2:—h2v2:—h2 |:+ —,
r

or2 ' ror (1.4)

kjer smo ¢lene z odvodi po kotnih koordinatah (6 in ¢) stlacili v operator ZQ, ki je ravno operator
kvadrata vrtilne koli¢ine. ReSitev Schrodingerjeve enacbe nastavimo v obliki

Y(r,0,0) = R(r)Yim(0,9) (1.5)
kjer je Y}, lastna funkcija operatorja 2. 12Y,, = I(l +1)Yy,. Tako dobimo

n* [0*R 20R]  RI(1+1)

_%[WJWE)JJF iz A+ (V=E)R=0. (1.6)

Enacba se Se nekoliko poenostavi z nastavkom R(r) = u(r)/r:

o I(1+1)

21
u——(V-FE)u=0. 1.7
r2 h2 ( ) ( )
Oglejmo si osnovno stanje z [ = 0, pri katerem lahko drugi ¢len v gornji enacbi izpustimo.
Znotraj radija Ry ima potencial vrednost —Vj, energija vezanega stanja pa mora po definiciji
prav tako biti negativna E < 0, tako da lahko zapiSemo

. 21
W'+ ku=0, Xjerje k3= ﬁ(%—\E\), (r < Ro) . (1.8)
Resitev te enacbe je oblike u = Asinkgr. V splosnem je mogoca tudi reSitev oblike cos kqr,
vendar le-ta prispevek k valovni funkciji (R = u/r) v izhodis¢u (ko gre r — 0) divergira, zato
ne more opisovati fizikalne valovne funkcije. Analogno v obmoc¢ju r > Ry, kjer potencial pade
na ni¢ (V = 0) velja

2

. 2p
W' —k*u=0, Xkjerje HQZE\EL (r > Ryp). (1.9)

(r=Ro) Tudi dokrat dodatno mozno resitev oblike e""

Resitev v tem podrocju je oblike u = Be™"
zavrzemo, saj divergira, ko gre r — oo. Valovna funkcija mora biti pri r = Ry zvezna in zvezno

odvedljiva (resujemo namreé diferencialno enacbo drugega reda), od koder dobimo dva pogoja

AsinksRy = B, (1.10a)
AkgcoskqRy = —kB. (1.10Db)
Deljenje obeh enacb nam da kgctgkyRg = —k oziroma
E
ctakaRy = — 2 = — | 1Bl (1.11)

kq Vo — |E|
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Resitev te implicitne ena¢be nam da zvezo med vezavno energijo devterona (|E|), njegovim
radijem (dosegom jedrskega potenciala Ry) ter efektivno globino jedrskega potenciala (Vp). Ce
predpostavimo, da je glede na globino efektivnega potenciala, devteron §ibko vezano stanje
(|E| < Vp), lahko desno stran enacbe postavimo na ni¢, pa dobimo enostavnejso zvezo

2n+ 1)mw
kqRo ~ (2) neZ, (|El<V). (1.12)
Najbolj vezano stanje dobimo pri n = 0 (za pozitiven kg), in ¢e aproksimiramo Se kg =

/2uVy/h2, dobimo zvezo med globino potenciala in njegovim radijem

w2 h2

VoR3 ~ »

(1.13)

Upostevajo¢ maso nukleonov mp02 ~ 940 MeV, radij devterona Ry ~ 2 fm, ter zvezo hc ~
200 MeV fm dobimo za globino potenciala priblizno Vi =~ 26 MeV. Dejansko so tipi¢ne vrednosti
efektivne globine potenciala ter vezavne energije Vp ~ 36 MeV ter |E| ~ 2.2 MeV, kar nam
potrjuje predpostavko, da je glede na globino efektivnega potenciala, devteron precej Sibko
vezano stanje.

Oglejmo si sedaj stanja z [ # 0. Iz enacbe razberemo, da ¢len z [(I + 1) deluje kot
dodaten odbojni potencial. Pri I = 1 bi bil potencial vigji za priblizno h%/uR3 ~ 20 MeV. Na
podlagi numeri¢nih ocen glede globine potenciala in vezavne energije osnovnega stanja devterona
iz prejsnjega odstavka lahko sklepamo, da stanja z [ > 0 niso ve¢ vezana.

Na koncu si v naSem priblizku oglejmo Se s kaksno verjetnostjo najdemo oba nukleona, ki
sestavljata devteron v osnovnem stanju (I = 0) izven dosega jedrskega potenciala. Za ta namen
potrebujemo zvezo med normalizacijskima konstantama valovne funkcije v obmoc¢jih r < Ry in
r > Ry, ki jo dobimo iz pogoja zveznosti pri r = Ry

A e~ rlo
—_ = 1.14
B sinkgRg ( )

Njuni absolutni vrednosti sicer dobimo iz normalizacijskega pogoja za celotno valovno funkcijo
[ |1¥|?dV =1 oziroma (ob primerni normalizaciji Y},

Ro 0o

\A|2/ (sin kqr)2dr + ]B|2/ e 2 Tdr = 1. (1.15)
0 Ry

Od tod ze lahko izrazimo razmerje verjetnosti da najdemo oba nukleona izven (P, ) ali znotraj

(Pyy,) radija jedrskega potenciala

Pout  |B? Jg e ?dr (sin kgRo)?

P | A2 foRO (sinkqr)?dr 2k (% — i sin 2de0> .

(1.16)

Ob numeri¢nih vrednostih iz zacetka naloge ugotovimo da je to razmerje priblizno Py /Py, ~
1.8, torej je bolj verjetno, da se oba nukleona nahajata izven radija efektivnega potenciala.
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1.3 Izracun verjetnosti za razpad «

Razpad « je posledica elektrostatskih odbojnih sil, ki so pri tezkih jedrih dovolj moc¢ne, da jedro
ni vec stabilno. Razpad bomo obravnavali kot dvodeléni problem iz primera[l.1} Predpostavimo,
da je potencial med delcema odvisen le od njune medsebojne razdalje (7 = |%,|), ne pa tudi
absolutne smeri (V(%x;) = V(#)). Celotni potencial je sestavljen iz dveh komponent: (1) privlacen
jedrski potencial popolnoma prevladuje pri majhnih medsebojnih razdaljah delcev vendar je
kratkega doesga. Njegovih podrobnosti ne poznamo, zato ga opiSemo v priblizku konéno razsezne
potencialne jame; (2) Odbojni elektrostatski potencial, ki ga poznamo in je oblike V(#) =
e?2(Z — 2)/4meo?, kjer je 2e naboj delca a in (Z — 2)e naboj preostanka razpadajocega jedra.
Pri tem je Z vrstno Stevilo razpadajocega jedra. V koordinatni upodobitvi (# = r) ima torej
celotni potencial priblizno obliko, kot je skicirana na levi sliki Za razpad o« mora biti

V(r) V(r)
V,
0 Vol __
W
[l 11
wL - - -+ -
R R r— R R r—

Slika 1.1: Potencial tezkega jedra in delca « v priblizku potencialne jame za nuklearni potencial
(levo) ter v priblizku stopnicaste potencialne bariere (desno).

globina te potencialne jame nad nic¢elnim nivojem, ki je dolo¢en s potencialom med delcem «
in preostankom jedra v neskonéni oddaljenosti (V(r — o0)). V nasprotnem primeru bi bilo za
delec o ugodneje ostati znotraj potencialne jame in jedro ne bi razpadlo. Elektrostatski odbojni
potencial posledi¢no deluje kot potencialna bariera skozi katero mora delec « tunelirati, ¢e naj
jedro razpade.

Zanima nas verjetnost za razpad jedra na ¢asovno enoto, ki jo parametriziramo z razpadno
konstanto w. Za razpadajoCe jedro namrec velja, da je verjetnost za njegov razpad v danem
trenutku (—dn/dt) sorazmerna verjetnosti, da jedro Se ni razpadlo (n) oziroma

Ccli—? =—wn. (1.17)
Po kontinuitetni enacbi in Gaussovemu zakonu je koli¢ina na levi strani enatbe enaka inte-
gralu izhodnega toka verjetnosti po povrsini zaklju¢ene ploskve, ki popolnoma zaobjema jedro
—dn/dt = [(V -j)dV = [j-dS. V veliki oddaljenosti od jedra (r > R') in za sferi¢no simetri¢no
resitev, je (radialna) hitrost delca a konstantna in jo ozna¢imo z v,, povrsinski integral toka
(j = valt)|?) pa se poenostavi

d
L va/ W (r) |2r2dQ (1.18)
dt o

kjer je Q prostorski kot. Po drugi strani pa lahko verjetnost n approksimiramo kar z verjetnostjo,



1.3. IZRACUN VERJETNOSTI ZA RAZPAD « 9

da se delec o nahaja v podrocju (I) znotraj radija R

n = /<R |3 (r)|2d>r . (1.19)

Na ¢asovnih intervalih mnogo krajsih kot 1/w lahko koli¢ini n in j obravnavamo kot konstantni
in problem poskuSamo resiti s pomocjo ¢asovno neodvisne Schrodingerjeve enacbe.

Za lazji racun gornji potencial Se dodatno aproksimiramo z oglatim stopnic¢astim potencialom
na desni sliki kjer smo zanemarili tudi majhno potencialno razliko, ki jo potrebujemo med
podro¢jema I in I11. Ker je potencial krogelno simetricen, podobno kot v nalogi za resitev

uporabimo nastavek
u(r)

s katerim se Schrodingerjeva enacba zapise kot

W o, P4

e 2y u+V(irju=Wu. (1.21)

Drugi ¢len z leve nastopa v enacbi kot dodaten pozitiven potencial. Ce torej delec o odnese
nenicelno vrtilno koli¢ino bo tezje tuneliral. Gornjo mejo za verjetnost tuneliranja tako dobimo
pri I = 0, ko je resitev tudi sfericno simetri¢na.

V obmocju I, kjer potencial izgine, zapiSemo

u’ + k=0, (1.22)

kjer je k* = 2uTW/h%. Resitev je potem oblike uy = Ae’™ + Be™*". V drugem delu (obmocje II)
je visina potenciala Vj in zapiSemo
u — K*u=0, (1.23)

kjer je k2 = 2u(Vo — W)/h%. Resitev v tem obmocju je potem oblike uyy = Ce®" + De™"".
V podrocju I1II je situacija podobna kot v primeru I, le da sedaj nimamo odbitega, temvec le
prepusceni val: u = Eetkr,

Sedaj ze lahko zapiSemo integrale verjetnostne gostote, ki nastopajo v izrazih zan in V-j. V
obmo¢ju III je povrsinski integral | [¢(r)|?d?r = 47| E|?, v obmocju I pa je prostorski integral
focp [ PdPr = 4 [F(A]? + |B]? + AB*e**" 1 A*Be~2kr)dr

Iz pogojev zveznosti in zvezne odvedljivosti reSitev na mejah med obmocji dobimo Stiri
enacbe iz katerih lahko izlusé¢imo zvezo med normalizacijskima konstantama A in E ter tudi A
in B
= ¢ikL {M sinh kL — cosh IiL:| , (1.24)

2ikK
_oikr | (k? — k%) sinh kL — 2ikk cosh kL
[ (k2 + k?)sinh kL }

Syl IS G IS

- e (1.25)
kjer smo oznagili irino potencialne bariere z L = R’ — R. Ce je razseznost potencialne jame
(jedra) velika v primerjavi z valovno dolzino delca o (kR > 1) in je povrsina pod potencialno
bariero velika (kL > 1) se gornja dva izraza poenostavita in lahko izrazimo razpadno konstanto
w s pomocjo integralov nasih resitev v obmoc¢jih I in 111 v zelo kompaktni obliki

wle BPva|EP 8va (ke 2672@
RIAP+ B " 2R[AP - R \22+R2

(1.26)
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V prvem koraku smo v imenovalcu (upostevajo¢ kR > 1) zanemarili integral interferen¢nega
¢lena oblike

R . . . 1
/ (AB*ez’kT + A*Be_%k’") dr = 2R (AB*eZkR> %R. (1.27)
0
V drugem koraku smo uporabili KL > 1 in aproksimirali
2 | 1.2)2
B = AR E R g (128

(k2 — k2)2 + 4k2K2

V tretjem koraku pa smo v istem priblizku poenostavili e zvezo med |E| in |A].

NajizrazitejSa v izrazu je eksponentna odvisnost razpadne konstante w od produkta
g = 2k L. Bolj realisticnega opisa se tako lahko nadejamo ¢e za elektrostatski potencial vzamemo
pravilno radialno odvisnost, resitev pa poiscemo v t.i. WKB aproksimaciji (potencial na sl. 1.1
(levo) predstavljamo kot sestavljenega iz velikega stevila potencialnih skokov razlicnih visin)

F o [T [e22(Z —2)

Upostevamo se V(R) = Vy, VoR = WR' ter Vy > W, pa lahko gornji integral aproksimiramo z

[2uVo
g~ 2 R |7

Poglejmo si odvisnost tako dobljene razpadne konstante (oz. inverznega razpadnega ¢asa) jedra
od energije W, ki ustreza kineti¢ni energiji delca « v veliki oddaljenosti od jedra

Vo
09
W

(1.30)

1
logw o konst. — —. (1.31)

VAl

Taksna odvisnost je bila potrjena tudi empiriéno (slika|1.2)) in dejstvo, da razpadne konstante za
razpad « za podobna jedra (Z in R) lezijo na krivulji, ki jo opisuje, pravimo Geiger-Nuttalovo
pravilo.

1.4 Kinematika razpada «

Obravnavamo razpad jedra X v jedro Y ter delec a. Upostevati moramo ohranitev gibalne
koli¢ine

PX = Py + Pa, (1.32)
ki se v teziSénem sistemu poenostavi (py = —p,) in da relacijo med kinetiénima energijama
obeh razpadnih produktov

lPal”> _ IpY|? My
“~ oM, oM, Y M, (1.33)
Sedaj uposevamo Se ohranitev energije
Mxc® = Myc® + Ty + My + T, (1.34)

pa lahko izrazimo kintei¢no energijo delca a v tezis¢nem sistemu kot

_ Mxc® — (My + M,)c?

T, = 1.35
e (1.35)
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8 I H
1 Po
I Tm
_4r At
| Pb Lu
= T
".’c 2 Re Ta
3 i { Au Ir
0
-2

-4 [P U SR SR SRR L.

036 038 040 042 044 046 048 050 0.52
0.1:2

Slika 1.2: IzraCunane in izmerjene energije « delcev ter razpadni Casi za nekatere jedrske
izotope [2].

Ce sta jedri X in Y dosti tezji od delca a (Mxy > M,) velja priblizno
T, ~ (Mx — My — M,)c?, (1.36)

torej veCino sproScene energije v razpadu odnese delec « v obliki kineti¢ne energije.

1.5 Stabilnost jeder na razpad «

Zelimo oceniti od katerega masnega Stevila (A) naprej, lahko jedra a-razpadejo. Razpad je
mozen, ¢e bo sproséena kineti¢na energija, ki jo odnese delec a pozitivna (T, > 0). Obravnavamo
jedro X z masnim $tevilom A in vrstnim Stevilom Z (4X), ki razpade v jedro gigY ter delec
a (3He). Maso posameznega jedra lahko v splognem zapisemo kot razliko vsote mas nukleonov
(my) v jeerEl ter vezavne energije jedra (W,)

M(A, Z)c* ~ Am,c® — W,(A, Z). (1.37)
Kineti¢no energijo delca a v razpadu lahko torej izrazimo kot
To =~ Am,c® —Wy(A, Z) — (A — D)mpc® + Wo(A — 4,7 — 2) — dmpc + W, (4,2)
= Wy(4,2) — [Wy(A,Z2) = Wy(A—4,7Z —2)]. (1.38)
Za vezavno energijo jedra %H e bomo uporabili kar empiri¢no vrednost W, (4,2) = 28,3 MeV. Za

dovolj velika A in Z, lahko razliko vezavnih energij zacetnega in konénega jedra approksimiramo
z diferenciali ter zapiSemo

oW, oW,
S 1 0A— 87, (1.39)

'Razpad o poteka preko moéne interakcije, zato se v njem Stevili protonov in nevtronov ohranjata in lahko za
izracun uporabimo kar ‘povpre¢no’ maso nuklenov.

Ty ~ Wiy(4,2) —
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kjer je A = 4 in §Z = 2. Za oceno vezavne energije jeder bomo uporabili semi-empiri¢no
Weizsdackerjevo formulo

Z? (A—22)?

— 2/3
WU(A, Z) = ’LU()A—’wlA / —wgm — w3 A

—wyA5(A, 7)), (1.40)
kjer je
—1 sodo — soda jedra,
(A, Z) = 0 sodo — liha jedra, (1.41)
1 liho — liha jedra.

Prvi ¢len (wy = 15,56 MeV) predstavlja povprecno vezavno energijo jedra na nukleon, drugi
(w1 = 17,2 MeV) je prispevek povrsinskih nukleonov, tretji (we = 0,7 MeV) je coulombski
odbojni EM prispevek, cetrti (w3 = 23,3 MeV) pa je t.i. paritveni élen. Ker je jedro 3 He sodo-
sodo (ima sodo $tevilo protonov in sodo §tevilo nevtronov) se zadnji ¢len (wy = 33,5 MeV) v
razpadu « ne spremeni. Pri zelo tezkih jedrih zaradi negativne potencne odvisnosti od masnega
Stevila A ta ¢len ne bo dosti vplival na energijsko bilanco v razpadu « in ga bomo v nadaljevanju
zanemarili. 7 odvajanjem gornje formule po A in Z dobimo torej oceno za kineti¢no energijo
delca «

2
T, ~ 28,3 MeV — 4w + g% + 4w2% (1 - 3ZA) — dws (1 - 25) . (1.42)
Ker nas zanima minimalno masno Stevilo A, pri katerem jedra razpadejo «, se lahko omejimo le
na najbolj stabilna jedra z danim A. Ta pogoj uporabimo za izbiro primernega vrstnega Stevila
7, zahtevamo namrec
oW,
07z

=0, (1.43)
A=konst.
7 resitvijo
B A N A
24+ 52 A% 7 240,0154%8

(1.44)

Primerjava dobljenega pogoja najvecje stabilnosti z empri¢nimi podatki je predstavljena na
sliki . Numeri¢na resitev za odvisnost T, od A za nekaj mejnih jeder pa je podana v
tabeli V resnici pride do razpadov « pri jedrih tezjih od 287]36. Pri lazjih jedrih je namrec

A [ Z [T, MeV]
140 [ 58 | -0.9
150 | 62 |  0.08
160 | 66 |  1.12

Tabela 1.1: SproScena energija v razpadu « za nekaj mejnih sodo-sodih jeder.

verjetnost tuneliranja skozi potencialno bariero (glej primer [1.3]) tako majhna, da so njihovi «
razpadni ¢asi nemerljivo dolgi.



1.6. BETA RAZPAD 13

stable
104 yr

102 yr
1010 yr
10% yr
106 yr
104 yr
100 yr

lyr
10 sec

104 sec
100 sec
1 sec

1072 sec
10 sec

10°¢ sec

1078 sec
unstable

20 40 60 80 100

Slika 1.3: Najbolj stabilna jedra pri danem masnem $tevilu A.

1.6 Beta razpad
Obravnavamo % razpad jedra dusika 3N
BN = BCetv, (1.45)

Zaradi prisotnosti treh delcev v konénem stanju je kinematika tega procesa nekoliko bolj zaple-
tena — kineti¢ne energije delcev niso vedno enake, temvec tvorijo spekter. Iz energijske bilance
procesa

Ey =Ec+E.+E, (1.46)

izrazimo najprej vsoto energij pozitrona in nevtrina

E.+E, = Ex—FEc=AW,+ Zmyc® + (A — Z)mpc® — (Z — D)myc® — (A — Z + 1)my,c
= AW, + (mp —my)c?, (1.47)

kjer smo z Z oznacili vrstno Stevilo zacetnega jedra (v naSem primeru Z = 7), tako da gornji
izraz velja za razpad BT poljubnega jedra. Ce se osredotoéimo le na kinetiéno energijo pozitrona
T,, potem lahko dolo¢imo tocko v spektru, kjer bo le-ta maksimalna. V tezis¢nem sistemu bo
to takrat, ko je nevtrino ustvarjen v mirovanju s p, = 0, tako da zaradi njegove zanemarljivo
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majhne mase velja tudi E), ~ 0. Zaradi ohranitve gibalne koli¢ine v tej tocki velja |pe| = |pc|-
Masa elektrona (oz. pozitrona) je mnogo manjsa od mas nukleonov in posledi¢no jeder. Zato ze
iz primera vemo, da bo v tej kinematski tocki kineti¢na energija pozitrona mnogo veéja od
kineti¢ne energije jedra C' in torej velja

T o~ AW, + (my — my)c® — mec? (1.48)

Nadaljno obravnavo nam olajsa dejstvo, da sta jedri %3]\7 in (1)-30 t.i.  zrcalni jedri. Jedrska
sila namreé¢ ne lo¢i med protoni in nevtroni v jedru. Ce torej v jedru X (A, Z) zamenjamo vse
protone z nevtroni in obratno, dobimo zrcalno jedro Y (A, A — Z). Med taksnimi pari jeder
razlikuje le elektrostatska sila, zaradi razlicnih nabojev protonov in nevtronov. Vsa sprememba
jedrske vezavne energije v gornjem razpadu je torej enaka spremembi elektrostati¢ne potencialne
energije. To izracunamo tako, da jedro aproksimiramo z enakomerno nabito kroglo radija R. Za
porazdelitev tockastih nabojev bi bila elektrostatska potencialna energija kar vsota posameznih
elektrostatskih energij med vsemi pari nabojev

i 1 9iq; 1
ppoint _ — J i Ulr; 1.49
P 2 Z 471'60’1‘1‘ — I'j| 2 zz: e (rl) ’ ( )

’

kjer smo v drugem koraku uvedli potencial vseh nabojev na mestu r;. Za primer zvezne porazde-
litve naboja se gornja enacba prepise v integral produkta gostote naboja p ter elektrostatskega
potenciala po volumnu krogle

1
W= / p(X)U(r)dV (1.50)
Za enakomerno nabito kroglo s celotnim nabojem Ze je gostota naboja
3Ze
= . 1.51

Potencial za tak primer izra¢unamo s pomocjo Gaussovega izreka za elektricno polje skozi za-
kljuéeno ploskev § E - dS = Ze/¢. Elektricno polje kaze v radialni smeri in za njegovo jakost
pri radiju r od sredisca krogle potem velja

4T R3
Bl (4mr?) = 3, r> R, (1.52)

Od tod s pomocjo definicije razlike potenciala U(ry) —U(r;) = — frrlz Edr ter predpisa vrednosti
potenciala v neskonéni oddaljenosti od sredisca krogle U (r — oo) = 0 zZe lahko izrazimo vrednost
potenciala kot

Ze o ﬁ)
U(r) = {87reoR <Ze R; g RT <R, (1.53)
4meqr :

Elektrostatska energija jedra je potem podana z enacbo ([1.50))

32%e?
= — 1.54
P 20me0R ( )
Sprememba, le-te v razpadu 37, kjer se Z spremeni za -1 pa je
3(2Z — 1)e?
Aw, = 322 =De (1.55)

20meg R
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Meritev maksimalne kineti¢ne energije pozitrona v razpadu 7 (med zrcalnimi jedri) nam torej
da informacijo o radiju razpadajocega jedra R in posledi¢no radiju nukleona r, =~ R/Al/ 3,
Numeri¢no obravnavo nam olaj$a vpreljava konstante fine strukture a = e?/4reghc ~ 1/137 ter
konstanta hc ~ 200 MeV fm. V primeru 5 razpada jedra >N je izmerjena T8 = 1,4 MeV,
od koder sledi 7, ~ 1,5 fm, kar ni dale¢ od “standardne”vrednosti r, = 1,4 fm.

1.7 Simetrijske lastnosti valovne funkcije devterona

Proton (p) in nevtron (n) obéutita enako mocno silo, zato ju lahko obravnavamo v priblizku kot
dve stanji nukleona z razlicnim kvantnim Stevilom izospina I. Analogno opisu stanj s spinom
1/2 lahko potem protonu in nevtronu pripisemo lastne vrednosti operatorja izospina (tabela
1.2)). Valovna funkcija za stanje dveh nukleonov je torej sestavljena kot produkt prostorskega,

nukleon‘ I I3 ‘

p /2 1/2
n 1/2 -1/2

Tabela 1.2: Izospin protona in nevtrona.

spinskega in izospinskega dela
= Q/JSpacewspinwizospin . (156)

Ker sta proton in nevtron fermiona, mora biti celotna valovna funkcija v gornjem priblizku
antisimetricna na zamenjavo dveh nukleonov. V prostorskem delu takSna zamenjava ustreza
zrcaljenju prostora in je torej njena simetrija dolocena s kotno odvisnostjo valovne funkcije. V
nasem priblizku primera je ta dologena z Y}, in je (—1)!. Za spinski (S) in izospinski (I)
del imamo enake moznosti in sicer (stanje |1/2,1/2) oznacimo kot | 1),stanje |1/2, —1/2) pa kot

)

LYy = (1, (1.57a)
1

10) = Z=INH+ 101, (1.57b)

L-1) = (DI, (1.57¢)

0,00 = (DL —0D, (1.57d)

V2

kjer so prve tri valovne funkcije simetri¢ne, zadnja pa antisimetri¢na na zamenjavo nukleonov.
Devteronu v izospinskem prostoru seveda ustrezata le stanji |1, 0) in |0, 0), ki vsebujeta po en nev-
tron in en proton. Ce je edino vezano stanje devterona pri = 0, je prostorska valovna funkcija
simetri¢na. Torej mora biti kombinirana simetrija spinskega in izospinskega dela antisimetri¢na.
Na voljo sta dve moznosti S = 1,1 =0 ali § = 0,1 = 1. Pripadata jima spektroskopski oznaki
(2S+1lj) 381 ter 1Sy. Izkaze se, da devteron nima vezanega stanja s celotno vrtilno koli¢ino
j = 0 in torej stanje 'Sy ni vezano. To potrdi tudi meritev nenicelnega magnetnega momenta
devterona. Sklepamo torej, da ima jedrska sila tudi spinsko-odvisno komponento.
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1.8 Magnetni dipolni moment v kvantni mehaniki

Klasi¢no je magnetni dipolni moment pozitivnhega naboja ¢, ki enakomerno krozi po tirnici z
radijem r definiran kot u = ISn, kjer je tok tega naboja I = dQ/dt = q|v|/2xr, povrsina s
tirnico zaobjete ploskve S = 72, magnetni moment pa kaze v smeri pravokotno na ravnino
krozenja n = r x v. Ce si torej tak naboj predstavljamo kot nabito telo z maso m, lahko njegov
magnetni dipolni moment zapiSemo tudi s pomocjo njegove tirne vrtilne koli¢ine 1 kot
q
n= %l. (1.58)
Kvantnomehansko lahko tirni magnetni dipolni moment definiramo v skladu s korespon-
den¢nim principom (vrtilno koli¢ino v gornji enac¢bi nadomestimo s primernim operatorjem, ki
deluje na kvantnomehanska stanja). Za primer vzemimo pozitron z nabojem ¢+ = e = —¢q,- ter
maso me+ = m,—. Ce reditve Schrodingerjeve enacbe za enodeléni sistem razvijemo po lastnih
funkcijah operatorJa kvadrata vrtilne koli¢ine {2 in njegove projekcije [, na izbrano os z (Yim,
kjer velja 2y, =1 (I 4+ 1)Yy, ter LY = mYym), jim lahko predpisemo tudi vrednost kvadrata
magnetnega dipolnega momenta (u7) ter njegovo projekcijo v smeri osi z (i)

eh \ 2
2 = <2m > (I+1)=pBl(l+ 1), pm =mus, (1.59)

kjer smo v drugem koraku uvedli t.i. Bohrov magneton up = he/2m, kot osnovno enoto
magnetnega momenta. Formalno lahko v splosnem definiramo

fu = <hq> 1. (1.60)

2m

Tako opiSemo magnetni dipolni moment, ki je posledica tirne vrtilne koli¢ine gibajocega se
naboja. Magnetni dipolni moment delca pa lahko dobi tudi prispevek, ki je posledica spina. Ta
nima klasi¢ne analogije, za elementarne Diracove fermione pa lahko pokazemo, da velja

o= (52 )5, (1.61)

kjer je § operator spina, gs ~ 2 pa je spinsko giromagnetno razmerje. Podobno kot za tirno
vrtilno koli¢ino, lahko tudi za spin definiramo operatorja kvadrata §2 in projekcije §, spina z
pripadajoc¢imi lastnimi stanji in lastnimi vrednostmi. Potem lahko celotni magnetni dipolni
moment elementarnega Diracovega fermiona zapiSemo kot vsoto tirnega in spinskega dela

L hq\ (7 .
n=py+ ps = <2m> (l —i—gss) : (1.62)

Ocitna posledica spinskega giromagnetnega razmerja razlicnega od ena je, da celotni magnetni
moment za nenic¢elno tirno vrtilno koli¢ino ne kaze v smeri celotne vrtilne koli¢ine j J =1+



1.9. MAGNETNI DIPOLNI MOMENT JEDRA 17

1.9 Magnetni dipolni moment jedra

Proton (p) in nevtron (n) sta fermiona s spinom 1/2. Ce bi bila elementarna, bi torej za njuna
spinska magnetna dipolna momenta pricakovali

he
(Vu2)p = g§%v5(5+1)a z gt ~2,
P

(Vi2n = 0, (g.=0). (1.63)

Vendar pa imata oba nukleona notranjo strukturo (v obliki kvarkovskih in gluonskih fluktuacij)
in rezultati eksperimentov ustrezajo efektivnima giromagnetnima razmerjema

g =~ 5.6,
g~ —3.8, (1.64)

s pomocjo katerih definiramo njuna magnetna dipolna momenta kot

(Vi) = gPuny/s(s+1),
(Vi2)n = giuny/s(s+1), (1.65)

kjer smo uvedli Se efektivni jedrski magneton py = he/2my. Zaradi tehnike meritve (Stern-
Gerlachov poskus) dobljene vrednosti magnetnih dipolnih momentov jeder ustrezajo komponenti
magnetnega momenta v smeri zunanjega magnetnega polja pri maksimalni projekciji celotne
vrtilne koli¢ine (m = j)

w= (G gl g) - (1.66)
Vemo, da zaradi razliénih tirnih in spinskih giromagnetnih razmerij celotni magnetni dipolni
moment in celotna vrtilna koli¢ina ne kazeta v isto smer. Zato pogosto definiramo tudi effektivno
giromagnetno razmerje g kot

w=gun (G dlz13. 3) (1.67)
oziroma equivalentno kar
. M
gj=—. (1.68)
UN

Ob predpostavki, da je magnetni dipolni moment jedra kar vsota prispevkov posameznih nukle-
onov ter da je celoten magnetni dipolni moment lihega jedra posledica nesparjenega nukleona,
lahko izra¢unamo magnetni dipolni moment takega jedra. Ce je namreé celotna vrtilna koli¢ina
zgolj posledica nesparjenega nukleona, velja

= 1w, jlods + gs3:13.5) (1.69)
kjer za nesparjen proton ali nevtron velja
g'=1 in g'=0. (1.70)

Od tod lahko izra¢unamo efektivno giromagnetno razmerje jedra z naslednjim razmislekom: ker
desni strani enacb ter po definiciji ustrezata isti koli¢ini in vsebujeta matri¢na
elementa med istimi stanji (|7,7)), mora enakost veljati tudi, ¢e operatorje znotraj matriénih
elementov pomnozimo z operatorjem J., katerega lastno stanje je |7, 7)

903, 31723213, 3) = s dlaild + 9582217, 7) - (1.71)
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Ker je v tem stanju smer nase projekcije z ze v smeri celotne vrtilne kolic¢ine j i, produktl opera-
torjev znotraj matriénih elementov v limiti j — oo asimptotsko konvergirajo k ;2, 1- -jter§-jin
torej velja o R

9431513 3) = (G dlgid -3 + 958 - 313, 3) - (1.72)

Gornje produkte operatorjev sedaj lahko poenostavimo s pomocjo identitet

1.j = 1-1+8) =12+1-5,
§-j = 8-(1+8)=58+1-3, (1.73)
72 = 1+82=P+5+2-5

Iz zadnjega izraza izpostavimo produkt 1 S, ga uporabimo v prvih dveh, ki ju nato vstavimo v
enacbo ((1.72)) da dobimo konéni rezultat

JE+D) +IUI+1)—s(s+1) JU+L) =1l +1)+s(s+1)
—— + gs —— .
2j(j+1) 2j(j+1)
Pri izra¢unu magnetnega dipolnega momenta jedra moramo sedaj lo¢iti med dvema moznostima
medsebojne interference spina in tirne vrtilne koli¢ine

g=a (1.74)

) 1 7 1 Js
j=1+3 Y <J 2>+ 5 (1.75)
) 1 i J .3 Js

=1-= £z =2 ) - 1.76
J 2 N j+1[gl<3+2> 2} (1.76)

Taksno odvisnost magnetnega momenta lihih jeder od njihove celotne vrtilne koli¢ine opisujejo
t.i. Schmidtove linije [3].

Dipolni magnetni moment jeder z lihim Stevilom nukleonov

lih Z lih N

M/HN q |— Odd proton

J=j=1+}

Crte: pricakovan p za jedro z
J = j£ % (Schmidt-ove linije)

povzeto po R.J. Blin-Stoyle, Theories of Nuclear Moments, Oxford University Press 1957
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1.10 Elektri¢ni kvadrupolni moment jeder

Elektri¢ni kvadrupolni moment ¢ (dejansko njegova zz komponenta g, v izbranem koordinatnem
sistemu z) osno simetriéne porazdelitve naboja je definiran kot

q= /(3z2 — 1) p(r, 2)dV, (1.77)

kjer je v navadi, da gostoto naboja p podajamo brez enote osnovnega naboja (za porazdelitev
celotnega naboja Ze je torej integral [pdV = Z), tako da ima kvadrupolni moment enoto
povrsine oz. barn [b = 1072®m?]. Gornji izraz lahko dodatno poenostavimo z vpeljavo sferiéne
harmonske funkcije Ysg, namreé

2
q= /7‘2 <3i2 — 1) p(r,z)dV = /T2(3 cos 0 — 1)p(r,0)dV = 2/r2}’20(9)p(r,9)dv. (1.78)
Krajse lahko torej elektri¢ni kvadrupolni moment v poljubni smeri 2 zapiSemo kot
g =22(r*Y2(9)), (1.79)

kjer () oznacuje poprecenje Cez prostorsko porazdelitev gostote naboja p(r,#). Po gornji defini-
ciji krogelno simetri¢ne porazdelitve nimajo nenicelnega elektricnega kvadrupolnega momenta.
Pricakujemo torej, da bodo najvecji elektriéni kvardupolni moment imela jedra s posamicnim
nukleonom v najvisji jedrski lupini. Klasi¢no si predstavljamo tak nukleon kot tockast naboj,
kroze¢ v ravnini z normalnim vektorjem v smeri z’. Kot med osjo meritve elektricnega kvadru-
polnega momenta (z) ter osjo krozenja (2/) oznacimo z 2. Ce sta obe osi poravnani (2 = 0)

A

potem lahko ¢.. Ze izvrednotimo, saj bo prispevala le radialna porazdelitev v ravnini krozecega
naboja pri pri z =0
qd = —(7‘2> . (1.80)
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Hkrati vemo, da po definiciji to ustreza ¢’ = 2(r?Yaq(¢’)). Vrednost elektri¢nega kvadrupol-
nega momenta v poljubnem drugem koordinatnem sistemu (z) lahko sedaj izrazimo s pomocjo
transformacijskih lastnosti krogelnih funkcij pri rotaciji za azimutni kot € in polarni kot w,
namrec
Ya0(6) = Ya0(6')Y20(Q) + Y e Yom (') Yom (€2) cosm(¢ — w), (1.81)
m#0

kjer je ¢’ polarni kot v sistemu z’. Za elektri¢ni kvadrupolni moment v poljubnem sistemu z
velja torej

q = 2(r?Ya(0) Y20 (Q) + 77> .., (1.82)

m#0

kjer se prispevki visjih krogelnih projekcij izpoprecijo v ni¢, saj velja

21
/ cosm(¢ —w)dg' =0, (1.83)
0
zam = —2,—1,1,2. Odvisnost of 2 lahko sedaj izpostavimo iz integrala (poprecja), pa dobimo
ZVezo
q = Ygo(Q) q/ . (184)

Kvantnomehansko lahko cos {2 ocenimo s projekcijo vrtilne koliéine sistema (h kateri bo v naSem

celotno vrtilno koli¢ino, oziroma

cosQ~ 1t (1.85)

iG+1)
od koder sledi pri maksimalni projekciji vrtilne koli¢ine na izbrano os z (m = j) za Ya(2) ~
(27 —1)/2(j + 1) in konéno
27 —1
2(j+1)

Kot primer ocenimo elektricni kvadrupolni moment tezkih jeder pri velikem j. Radij jedra
zapisemo v priblizku kot r ~ rgAY3, z 1o = 1,4 fm ter dobimo q ~ — 2A2/3 1,4 A2/3.1072 b.
Gornja ocena velja, ¢e je nesparjeni nukleon na zunanji lupini proton. Naivno bi morda
pricakovali, da v primeru, da zunanjo lupino zaseda nevtron, prispevka k elektricnemu kvadru-
polnemu momentu ne bo, saj nevtron nima naboja. Vendar pa je tak zakljucek prenagljen, saj
zunanji nevtron povzroci tudi premik teziS¢a celotnega jedra oziroma preostalih nukleonov

q~— (r?y. (1.86)

Zi m;r;  MNTp Ty

ry = T e (1.87)

Efektivno imamo torej Z protonov v orbiti z radijem r; = |ry| in dobimo naslednjo oceno za
elektriéni kvadrupolni moment

g~ — 72 = —%M | (1.88)

Kot primer ocenimo ¢ za jedro 870 Z gornjim sklepanjem dobimo g ~ —0.003 b, eksperimen-

talno izmerjena vrednost ¢¢*P = —0.026 b pa je precej vec¢ja! Razlika je posledica deformacije

radialne porazdelitve gostote naboja jedra, ki je v nasem pristopu nismo upostevali in da pogla-
vitni prispevek.
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1.11 Nerelativisticna kvantna perturbacijska teorija

Obravnavamo delovanje lokalizirane perturbacije v obliki potenciala (v koordinatni upodobi-
tvi) V(x,t) na resitve (1, (x,t)) enodelénega Hamiltonovega operatorja brez interakcije (Hy =
p?/2m). Resitve celotnega Hamiltoniana H = Ho+V lahko razvijemo po ¥y kot ¢ = >°, ax(t)vy,
kjer ob uporabi ortogonalnosti stanj v za koeficiente razvoja velja Schrodingerjeva enac¢ba

ih—L =" ay(t) /d?’xz/); V. (1.89)

Predstavljajmo si sedaj, da ob ¢asu —T'/2 sistem pripravimo v stanju v¢; (a;(—=7/2) = 1 ter
a;j+i(—T/2) = 0). Potem ob predpostavki, da je vpliv motnje V' na stanja v; dovolj majhna,
da na desni strani gornjega izraza vedno dominira prispevek a;, lahko izrazimo poljubno a; ob
konénem c¢asu 1'/2 kot

T/2

ay(T)2) = —;/m dt/d?’xw;vw,. (1.90)

V limiti, ko posljemo zacetni in konéni cas proti neskonénosti, gornji izraz definira sipalno
matriko

Ty = _;/d‘*w;vuji. (1.91)

Njen kvadrat |T;|? bi zeleli interpretirati kot verjetnost prehoda med zatetnim (i) in konénim
(f) stanjem prostega Hamiltoniana pod vplivom perturbacije V. V kolikor je le-ta ¢asovno
neodvisna (oz. adiabatska) bo edina relevantna casovna odvisnost znotraj integrala v 1; r =
¢i f(x) exp(—iE; st/h) in lahko Casovni integral ze izvrednostimo

Ty = _;Vﬁ/ dte BB = _omi Vi 5(Ey — ) (1.92)
—00

kjer smo uvedli matriéni element perturbacije med stacionarnimi stanji Vy; = [ d3x¢}V¢i.
Ponavadi nas zanima verjetnost prehoda poprecena na enoto ¢asa (T) ter pointegrirana cez
porazdelitev gostote konénih stanj po energiji (ps(Ey))

JAEpr(E)\Tyil* _ . [VEl*(2m)* [ dEyps(Ef)S*(Ef — Ey)

;= i
Wii T e T =00 T
oy \Vil2(2mh) [ dEsps(Ef)S(Eyf _Ei)f_T%Z ci(Er—E)t/h gy
- % T
2w 2w
= WP [ dByos (E)6(Es — B = Vil oy (B (1.93)

kjer smo v drugi vrstici uporabili integralsko definicijo za eno od Diracovih delta funkcij nato
pa ta integral izvrednotili ob Ey = Ej, kot to narekuje preostala delta funkcija. Izpeljali smo
Fermijevo zlato pravilo.
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1.12 Sipalni presek

Rezultate eksperimentov s sipanjem curkov delcev na sipalnih tarcah ponavadi podajamo v
obliki sipalnega preseka, ki je definiran kot Wy; normirana na gostoto vpadnega toka delcev (j;).

(i f) = ij (1.94)

Sipalni presek ima enote povrsine oz. barn [b = 1072*m?]. Poleg celotnega sipalnega preseka nas
pogosto zanima njegova porazdelitev po prostorskem kotu {2

do _ |Vyil* 2m dpy(Ey)

1.
aQ~  j h dQ (1.95)

Kot primer vzemimo sipanje delcev z maso m na stati¢ni tarci in izrazimo gostoto enodel¢nih
stanj p¢(E) = dNy/dE prostih ravnih valov upostevajo¢, da je tedaj element faznega prostora

d3ps p}dpf d§Q
ANy = d*x—= = dV=—3—, (1.96)
ter E = p?/2m, pa dobimo
ANy dps(E) _ my/2Emy (1.97)
dEAQ A (@mhp ‘

Vstavimo ta izraz nazaj v (1.95) ter upostevajmo Se gostoto zaCetnega toka ravnih valov j; =
pivi = v;/V = p;/m;V, pa dobimo koné¢ni rezultat

do  4Am*mimyspr 9
—— = V7| V|~ 1.98
dQ (2rh)* p; Vil (1.98)

Za primer sipanja ravnih valov se poenostavi tudi matri¢ni element perturbacije, saj velja
1 3 n—laX
Vi = v d°xe "1V (x), (1.99)

kjer smo uvedli Se izmenjalni valovni vektor q = (ps — pi)/h.
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1.13 Elektromagnetno sipanje na jedrih

Pri sipanju elektronov preko elektromagnetne interakcije lahko perturbacijski potencial zapiSemo
kot V(x) = —elU(x), kjer je U elektormagnetni potencial. Le-tega lahko opisemo z gostoto
naboja, ki je izvor potenciala kot

V2U (x) = —epﬁ(ox) : (1.100)

V skladu s predpostavkami pri izpeljavi sipalne matrike (1.91]) mora biti tak potencial na velikih
razdaljah zanemarljiv in lahko na pripadajotem matri¢nem elementu perturbacije uporabimo
Greenovo formulo

/dV(UV2<I> — V) = /dS(UV(I) —®dVU) - 0. (1.101)
Upostevajoé V2 exp(—q - x) = —¢?exp(—q - x) od tod Ze sledi
—*Vy = < /d3x Pe U (x) = — /d3x e VU (x) = Z—ez /d?’xe_iq'xp(x) (1.102)
T % eV P

kjer smo vpeljali p = p/Z (tako da je [ pdV = 1) in lahko matri¢ni element perturbacije zapisemo

kot
Ze?

i eV q?
kjer Fourierovo transformacijo gostote naboja F(q) = [ d®x e~ p(x) imenujemo elektroma-
gnetni oblikovni faktor. Konéno zapisimo Se pripadajoci elasti¢ni diferencialni sipalni presek

do  Ar*m? (Ze?)?

F(a), (1.103)

o T pa) 2. (1.104)
dQ  (2rh)* gt
Za elasticno sipanje velja |p;| = |p¢| = p in lahko kvadrat izmenjalnega valovnega vektorja
zapiSemo s pomocjo sipalnega kota # med smerjo vpadnega in sipanega curka elektronov
1 % 0
¢" = 25 (Ipil* + [pel” = 2[pil[pe| cos ) = —5 sin® O, (1.105)
od koder sledi sipalni presek za t.i. Rutherfordovo sipanje
do Zelm\? 1
— = F(q)|?. 1.106
6= () gl (1.106

Najprej si poglejmo najenostavnejsi primer Rutherfordovega sipanja na to¢kastem naboju
Ze. Gostota naboja je kar p(x) = d(x — X¢), od koder sledi oblikovni faktor F'(q) = 1. Tako
imenovano ¢isto Rutherfordovo sipanje dobro opisuje rezultate eksperimentov sipanja nabitih
curkov, kadar je (de Brogliejeva) valovna dolzina vpadnih valov A = h/p dosti vecja od velikosti
(radija R) porazdelitve naboja sipalne tarce (npr. jedra), torej Rp/h < 1.

Izracunajmo sedaj prve popravke k omenjeni limiti. Upostevamo torej porazdelitev naboja
v jedru. Tedaj nam sipanje da informacijo o velikosti jedra. Predpostavimo, da je porazdelitev
naboja sferi¢no simetri¢na p(x) = p(r), ter v definiciji oblikovnega faktorja zapisimo Se q - x =
grcos®, pa dobimo

1 [e.e]
Flq) = 27r/0 dcos@’/ r2drp(r)eiq7“cose’

0
4 [ _
= q/o p(r)sin(gr)rdr. (1.107)
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V obmocju integrala kjer velja gr < 1 lahko sinusno funkcijo razvijemo

sin(qr) = qr — (qg)?’ +..., (1.108)

in obravnavamo posamezne ¢lene integrala

1. clen : 471'/ plr)ridr =1,
0

oo 2
1
2. clen : —47r/ ﬁ(r)@ﬁdr: ——*(r?). (1.109)
0 6 6
Oblikovni faktor ima torej v primeru ¢?(r?) < 1 obliko
1
F(q)=1— 6q2<r2> ... (1.110)

Kot primer si poglejmo Se sipanje na jedru, ki ga aproksimiramo z enakomerno nabito kroglo

3 3 1 r<R,
pr) =3 { 0 r>0. (1.111)
Oblikovni faktor ima potem obliko
3 R gn
F = — — si d
(q) e /0 . sin(gr)rdr
3 .
= QR [sin(gR) — gRcos(qR)] , (1.112)
elasti¢ni sipalni presek pa je v tem primeru
do [ Zem\? 9R*
0= (27T60h2) (QR)T0 [sin(¢R) — gRcos(qR)]* . (1.113)

Izmenjalni valovni vektor q vsebuje informacijo o kotni porazdelitvi in iz minimumov preseka
lahko dolo¢imo radij jedra. Ce bi bil nas priblizek tocen, bi pricakovali nicle pri tan(¢R) = qR.
Ker pa jedra nimajo ostrih robov, je porazdelitev zabrisana, tako da namesto nicel opazimo v
njej minimume.



1.13. ELEKTROMAGNETNO SIPANJE NA JEDRIH

Sipanje na porazdelitvi naboja

izraCun za enak. porazdelitev z radijem 4,1 fm;

vpadni elektroni energije 450 MeV

[F(a)]?

[\

(GR)°

)

4 q[fm1]

[sin gR —gR cosqR]?

25

I. Sick et al., Phys.Rev.Lett. 35, 910 (1975)

do/dQ
[mb/sr]

meritev do/dQ
za sipane €
energije 450 MeV
na ,g>8Ni

p(r)
[fm3]

prilagajana
porazdelitev
naboja, ki
najbolje opise
do/dQ

10

10!
107*
1073

]05
10°
1077
10°
107
058

0.10

0.08 =~

0,06

0.04

0.02

0.00

e e
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Poglavje 2

Fizika osnovnih delcev

2.1 Odvisnost sipalnega preseka od energije vpadnega curka

Odvisnost sipalnega preseka od energije vpadnega curka ima pogosto specificno resonancéno
obliko, ki je posledica tvorbe posamicnega resonancnega stanja oziroma resonance, ki da pri
resonancni energiji poglavitni prispevek k sipalnemu preseku. Izpeljimo torej to resonanc¢no
obliko na primeru elasticnega sipanja, ko se kompozicija vpadnega curka in sipalnega jedra v
sipanju ne spremenita. Zacetno stanje — obravnavamo ga kot vpadni ravni val v smeri 2 ter z
valovnim vektorjem k = p;/h — razvijemo po krogelnih valovih dale¢ stran od sipalnega jedra
(pri radiju, ki je posledi¢no tudi mnogo vecji od de Brogliejeve valovne dolzine vpadnih delcev
r > 1/k) kot

1 ikz 1 4 —ikr ikr
gi= e _WW;(%H) (=1l — o] Bcosd) + ..., (2.1)

kjer so P; Legendrovi polinomi. Vpadni ravni val je torej sestavljen iz vpadnega in izstopajocega
krogelnega vala. Vpliv sipalnega jedra je lahko le v faznem premiku izstopnega krogelnega
Valaﬂ Ker nas zanimajo le sipana stanja in ne tisti del vpadnega curka, ki se ne sipa, moramo
iz. taksnega kon¢nega stanja odsteti Se projekcijo zaCetnega (nesipanega) stanja in lahko torej
sipani val zapiSemo kot

1 eikr l 62i51 _ 1P p
= — 204 1) ——— S e 2.2
¢f \/‘7 kr zl:( + ) % l(COb )+ ( )
Sedaj definiramo sipalno amplitudo A(6)
40) = 13 @+ 1) Py eost 2
= 2000+ )5 Aleost), (23)

tako da se valovna funkcija kon¢nega stanja zapise kot

1 eikr

VvV or

! Amplituda sipanega vala se pri elasti¢nem sipanju zaradi ohranitve verjetnosti ne more spremeniti.

Yy = A(0). (2.4)

27
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Posledi¢no je izstopajoci tok sipanega curka (njegova divergenca ustreza koli¢ini W; iz primera
1.11]) v prostorski kot d2 v oddaljenosti r od sipalnega centra

1
= propridQ = va]A(G)FdQ, (2.5)
medtem ko po definiciji velja za diferencialni sipalni presek

jid(i%f):(l)f. (2.6)

Od tod ze lahko izrazimo elasti¢ni diferencialni sipalni presek kot

(G5) = laeP. (27)

Integracija po df2 nam da celoten elasti¢ni presek. Pri tem upoStevamo ortogonalnost Legen-
drovih polinomov ([ P;(cos8)Py(cos)dQ = 4wdys /(21 + 1))

4 o201
4 = ONT@41) |
7l = l( =
4 .9
= 12 (20 + 1) sin*(d;) . (2.8)

l

Energijska odvisnost sipalnega preseka je v k in v §;. Sipalna amplituda in s tem sipalni presek
bosta maksimalna, ko je posamicen §; ~ 7 /2 — taksnemu primeru pravimo resonanca. Zapisimo
torej sipalno amplitudo kot

1 201 — 1
l

1
=z El (20 4+ 1) fiP(cosb), (2.9)
kjer je ’
AN
fi= 2 <1 ¢ > ctgd —i (2.10)

Sedaj ctgd; razvijemo okoli 5lR = m/2 oziroma razvijamo po energiji E, pri ¢emer upostevamo
(5lR = 0/(ER), kjer je Er energija resonance

d
ctgh(E) = ctgd(ERr) + (F — ER) | ——=ctgd(F) +...
dE E=E
R
2
= —(E—ER)f—i-... , (2.11)
kjer smo vpeljali resonanc¢no 8irino I' kot 2/T" = —[d(ctgd;)/dE]| =k, fi je teda]
1 r/2
f = . 2 (2.12)
ctghy —i  (E — Er)—il'/2
elasti¢ni sipalni presek za posamezen parcialni val v okolici njegove resonance pa
4 47 I2/4
l 2
= —(20+1 ~ (2041 : 2.13
Oel kQ( —+ )’fl’ k2( + )(E—ER)2+F2/4 ( )
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Taksni resonan¢ni odvisnosti sipalnega preseka od energije pravimo tudi Breit- Wignerjeva kri-
vulja. Izraz velja za brezspinsko tarco in vpadni curek. V tem primeru ! identificiramo s spinom
resonance (j) kot kratkozivega vmesnega stanja (R). Ce imata tar¢a (a) in vpadni curek (b)
spin, ostane izraz enak, le povpreciti ga je potrebno po zacetnih spinskih orientacijah

Ar (27 +1) I2/4
T k2 (25, + 1)(2sp + 1) (E — ER)2 +12/4°

(2.14)

Oel

Resonancno Sirino lahko interpretiramo s pomoc¢jo principa nedolocenosti. Sipalni presek
pri energijah, ki za I'/2 odstopajo od resonantne Er v primeru I' < Ep pade na polovico

resonancnega
E
o(Ep £T/2) ~ 0(23) . (2.15)

Resonancna energija Er je s pomoc¢jo meritve energijske odvisnosti sipalnega preseka dolocljiva
le do intrinzi¢ne natanénosti, ki jo dolo¢a I'. Taksna nedolo¢enost energije vimesnega stanja R pa
po principu nedolo¢enosti pomeni, da stanje R ni stabilno, temve¢ razpade z razpadnim ¢asom
T=h/T.

Resonanéni elasti¢ni sipalni presek (a +b — R — a + b) lahko posplosimo tudi na primere,
ko resonanc¢no povecanje sipalnega preseka opazimo tudi v neelasti¢nem sipanju v druga stanja
(a+b— R— c+d). V taksnem primeru namrec velja

4m (25 +1) Tapleq/4
k? (254 +1)(2sp + 1) (E — ER)2 +T12/4°

ocla+b—R—c+d) = (2.16)

kjer je celotna (razpadna) Sirina resonance sedaj
r=> Ty, (2.17)
]

in seStevamo po vseh moznih stanjih ij pri katerih opazimo resonan¢no poveCanje sipalnega
preseka pri isti energiji Ep ter istem parcialnem valu (I = j). Verjetnost za 'razpad’ taksne
resonance v stanje ¢j je podana kar z razmerjem

ki ga imenujemo tudi razvejitveno razmerje. Pri taksnih resonancah ima elasti¢ni sipalni presek
posploseno obliko

dm (25 +1) L30/4
k% (2s4 +1)(2sp + 1) (E — ER)?2 +T12%/4°

ogg=0(a+b—R—a+b) = (2.19)
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A resonanca
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2.2 Sipanje 7'p ter resonanca A*T

Obravnavamo sipanje nabitih pionov na protonski tar¢i. Pri kineti¢ni energiji pionov T, =
195 MeV v laboratorijskem sistemu opazimo resonanc¢ni vrh v elasti¢nem sipalnem preseku z
maksimalno vrednostjo o¢}** = 190 mb. Iz te meritve lahko dolo¢imo tako maso kot spin taksne
resonance (A*1). Ker je kineti¢na energija piona primerljiva z njegovo maso (myc? = 140 MeV),
moramo kinematiko taksnega sipanja obravnavati relativisticno. ZapiSimo torej ¢etverec celotne
gibalne koli¢ine sistema v zacetnem stanju (77 p) ter po tvorbi resonance (ATT)

cpt = (Bx +mpc?, cpx) = (Ea,cpa), (2.20)

kjer je celotna energija piona E; = Ty + myc®. Isti ¢etverec lahko zapisemo tudi v tezisénem
sistemu, kjer velja pr = —p, ter pao =0

ep" = (VmZ £ PP+ fmiet + [Py [2,0) = (mac’,0). (2.21)

Produkt p,p" = p/ #p’“ je invarianten na Lorentzove transformacije. Enacimo torej p,pt v
zagetnem stanju ter p’,p" v koncnem, pa dobimo

mict = (Ex +myc®)? — |px|?c?, (2.22)

kjer lahko gibalno koli¢ino piona v zaCetnem stanju v laboratorijskem sistemu zapiSemo s
pomoécjo kineti¢ne energije kot c?|p,|? = E2 — m2c* = (T + mac®)? — m2c*. Vstavimo ta
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izraz v gornjo enacbho za ma pa dobimo

mict = mgcA‘ +mZct 4 2mycE(mgc® + Ty . (2.23)
Preglednost podobnih izpeljav v relativisti¢ni kinematiki se precej izboljsa s primerno zamenjavo
enot, tako da velja ¢ = 1, mase in gibalne koli¢ine pa podajamo v enotah energije. V nadaljevanju
bomo torej povsod uporabili taksno zamenjavo. Gornji izraz se na primer poenostavi v

mi =m. +m2 + 2my(mg + Tr) . (2.24)

Ob upostevanju podanih podatkov ter mase protona m, ~ 940 MeV torej ocenimo maso reso-
nance AT na ma ~ 1236 MeV.

S pomoéjo meritve maksimalnega elasti¢nega preseka sedaj pois¢imo e spin resonance AT,
Za to moramo og®* izvrednotiti v teziscnem sistemu. Uporabimo tudi podatek, da pri sipanju
7Tp v okolici resonance A1 elasti¢ni sipalni presek skoraj popolnoma zapolni celoten sipalni
presek in torej velja Br(A™t — 7tp) ~ 1 oziroma T'(ATH) ~ T'(A*) 4. Sipalni presek
tudi popre¢imo po spinu protona (pioni imajo spin ni¢), pa dobimo (v tezisénem sistemu velja
Er =ma)

. 2 .
A 2ia +1 -, 47 25 + 1
ool(E = mp) = J mip o CTEIAT D

= ~ 2.2
22+ )2+ 1) T2 R 2 (225)

Izvrednostiti moramo Se valovni vektor k oziroma pripadajoco gibalno koli¢ino hk =p = |pl| =
]p;\ Uporabimo sedaj ohranitev energije v teziStnem sistemu med zacetnim in kon¢nim stanjem

ma = E; + E, = \/m2 + |p,|? + /m2 + |p,|2. (2.26)

Gornjo ena¢bo kvadriramo

mA = m? 4 m? + 2% + 2,/ (m2 + p2) (m3 + p2), (2.27)

izpostavimo koren, ter kvadriramo Se enkrat, pa dobimo kvadratno enacébo za p?, katere resitev
je

9 (m% — m?, —m2)? - 4m12)m72r
p? = . . (2.28)
dmi

max

Sedaj uporabimo Ze izra¢unano maso resonance AT pa dobimo numeri¢no p ~ 230 MeV. o
el
max s

sedaj zavisi le Se od neznane vrednosti spina ja. Napovedi za oy
vrednostih jA so podane v tabeli od koder po primerjavi z izmerjeno vrednostjo sledi da
ima resonanca A*T spin 3/2.

| ja | o™ [mb]

1/2 95
3/2 190
5/2 285

Tabela 2.1: Vrednosti elasti¢nega sipalnega preseka 7" p pri resonanéni energiji ma v tezisénem
sistemu za razlicne vrednosti vrtilne koli¢ine vmesnega stanja.
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2.3 Sipanje preko mocne interakcije ter izospin

Zaradi podobnega obnasanja protona (p) in nevtrona (n) pri jedrski interakciji je pogosto pri-
pravno obravnavati oba delca kot enaka, hkrati pa uvesti novo kvantno Stevilo — izospin — po
katerem se loc¢ita. Lastne vrednosti pripadajoc¢ih izospinskih operatorjev za proton in nevtron
so podane v tabeli Izospin sestevamo podobno kot spin, pri moéni (jedrski) interakeiji pa se
ohranja. Posledi¢no tudi pioni, ki se tvorijo in sipajo preko jedrske interakcije nosijo izospinski
naboj, in sicer tvorijo 77, 7° in 7~ izospinski triplet s celotnim izospinskim §tevilom I = 1 (glej

tabelo [2.2).

nukleon ‘ I I3 ‘

nt 1 1
70 1 0
T 1 -1

Tabela 2.2: Izospin pionov.

Kakén izospin pa ima resonanca A1, ki jo opazimo v sipanju 7" in p? Celoten izospin I bi
lahko bil ali I — I, = 1/2 ali I + I, = 3/2. Vendar pa mora biti hkrati Isa = I3z + I3, = 3/2.
Ker za lastne vrednosti operatorjev I in I3 mora veljati In > |I3a] zaklju¢imo, da ima A*T
izospin (ter tudi njegovo tretjo komponento) 3/2. Pricakujemo torej obstoj Se treh resonan¢énih
stanj pri isti energiji in sicer v izospinskih kanalih s trejto komponento I3 =1/2,—-1/2,—3/2.

Sedaj lahko ocenimo tudi razmerje elasti¢nih sipalnih presekov pri sipanju pozitivno ali
negativno nabitih pionov na protonih pri energiji A resonance. Evodeléno izospinsko stanje
|7~p) = |1,-1)|1/2,1/2) sprojicirajmo stanja skupnega izospina s pomocjo ustreznih Clebsch-
Gordanovih koeficientov (|11, m1)|lz,ma) = 32,4, 731 |J, M))

1,l2,m1,m2

—_ 3/2-1)2 1/2,—1/2
’17 _1>’1/2, 1/2> - 0171/2,71,1/2’3/% _1/2> + 01,1/277171/2”/27 _1/2>

= V1/313/2,—1/2) — \/2/3|1/2,-1/2) . (2.29)
Naredimo enako dekompozicijo e za stanje 7+p =|1,1)|1/2,1/2) (rezultat Ze poznamo)
L 1)[1/2,1/2) = 13/2,3/2) (2.30)

Sipalni presek je proporcionalen absolutni vrednosti kvadrata matri¢nega elementa interakcij-
skega Hamiltoniana med zacetnim in konénim stanjem o oc (1) | Hint|t0s)|?. Ker moéna interak-
cija ohranja izospin lahko zapiSemo Hine = > Hy, kjer velja (I, I3|H|I", I5) = M 61161, ;-
Potem se oba elasti¢na sipalna preseka (kjer sta zacetno in konéno stanje identiéni) zapiseta kot

o(mtp—aTp) o [(3/2,3/2[Hin|3/2,3/2)]* = [Mj)0]?, (2.31)
o(m"p— 7T p)
((V/1/3(3/2,—1/2] = \/2/3(1/2,—1/2|)Hint (v/1/3]3/2, =1/2) — \/2/3|1/2,-1/2))|?
= |1/3M35 +2/3M,5]*. (2.32)

Pri resonané¢ni energiji (Ecys = ma) v obeh sipalnih presekih dominira izospinsko stanje I =
3/2 in je torej M3y > M, 5. Za razmerje obeh sipalnih presekov pri tej energiji velja torej

olr’p > 'p) ~ Mapl (2.33)
o(mp = TD) [ poygmma  |1/3Ms2f?
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2.4 Kotna porazdelitev pri resonanénem sipanju

Oglejmo si ponovno elasti¢no sipanje 7™p — 77p v obmoéju resonance A*T". Spin resonance
lahko dolo¢imo tudi iz meritve kotne porazdelitve sipanih 77. Za z os si izberemo smer vpadnega
7. Recimo, da imata vpadni 7 ter p relativno tirno vrtilno koli¢ino I = 1 (v sistemu, kjer

/
/ 0

7/

t

7/
— - g ---=-L->

p Z

p miruje, je to kar tirna vrtilna koli¢ina piona). Hkrati mora biti njena projekcija na smer
z za ravni val v smeri z (¢ o exp(ikz)) enaka ni¢, v koordinatni upodobitvi velja namrec¢
J, = ih(xd/0y — yd/dx). Prostorski del takine dvodeléne valovne funkcije zapiSemo torej
simboli¢no kot ¥gpece = |1, 0);. To moramo pomnoziti Se s spinsko komponento valovne funkcije
protona, za katero si lahko izberemo g, = [1/2,41/2),. Taksno sestavljeno stanje lahko
ponovno sprojiciramo na stanja celotne vrtilne koli¢ine sistema. Pri tem imamo dve mozni
stanji ¥y /9 = [1/2,£1/2); ali ¢3/9 = [3/2,£1/2);. Po elasticnem sipanju 7 odleti pod kotom
0 glede na os z. Projekcija njegove tirne vrtilne koli¢ine na os z je tedaj lahko +1, 0 ali —1.
Tudi spin p lahko spremeni orientacijo. Brez izgube splosnosti se lahko osredoto¢imo na zacetno
stanje, kjer je projekcija spina protona v smeri z 1/2. Poglejmo si vmesno stanje s /2 ter kako
se sprojicira nazaj na produkte enodelénih stanj 71 in p z medsebojno tirno vrtilno koli¢ino
I = 1. Mozni stanji sta le |1,0);|1/2,1/2)s ter |1,1);]1/2,—1/2)s, saj so dosegljiva le stanja s
skupno projekcijo vrtilne koli¢ine na os z +1/2. Ponovno uporabimo torej Clebsch-Gordonove
koeficiente, da zapiSemo

13/2,1/2); = CP0 L Du1/2,=1/2)s + O 1 l1,00101/2,1/2),

= VAL /2,172, + /2731, 00(1/2,1/2), (2.34)
Stanji |1,1); in |1,0); opisujeta tirno vrtilno koli¢ino koordinatne odvisnosti valovne funkcije in

nista ni¢ drugega kot krogelni funkciji |1,1); = Y} = —/3/87sinfexp(ip) in |1,0); = Y =
\/3/47 cos f. Kotno porazdelitev sipanih 7" nam tako da verjetnostna gostota

. 1 2
U532 = ng11|2 + g|Y10|2 o1+ 3cos?, (2.35)

kjer smo v prvem koraku upostevali Se ortogonalnost spinskih stanj, v drugem pa izraz Se
pointegrirali po polarnem kotu ¢ (v nasem primeru je tak$na integracija trivialna, saj se vsa ¢
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odvisnost pokrajsa). Do popolnoma enake porazdelitve bi prisli tudi z izbiro medsebojne tirne
vrtilne koli¢ine 7p para [ = 2, ki v povezavi s spinom protona pravtako da neni¢elno projekcijo
na vmesno spinsko stanje resonance A (j = 3/2). Meritve kotnih porazdelitev sipanih pionov
se res ujemajo z gornjo napovedjo (slika . Nasprotno pa bi bila v primeru vmesnega stanja
11/2,1/2); kotna porazdelitev piona v kon¢nem stanju z [ = 1 konstantna, saj je

1/2,1/2); = ca”f/é/f L DlL/2,=1/2)s + OV 11, 0001/2,1/2),

= 2/3|1,1)]1/2,-1/2)s — \/1/3|1,0);]1/2,1/2)4, (2.36)
od koder sledi 5 1
U] jpth1e = g’yﬂz + §|Y10|2 ocl. (2.37)

Trivialno bi enak rezultat dobili tudi z neposredno projekcijo na |1/2,1/2); =10,0);]1/2,1/2)s.

Kotno porazdelitev pionov v resonan¢nem sipanju preko vmesnega stanja |3/2,1/2); pa lahko
dobimo tudi enostavneje. Za to si poglejmo zasuk tega stanja iz sistema z v sistem z osjo 2/, ki
kaze v smer izhodnega piona in je glede na sistem z zasukana za kot 6 okrog osi y. Zasukano
stanje (valovno funkcijo) izrazimo kot linearno kombinacijo stanj z razliénimi projekcijami na
bazne vektorje v sistemu z’. Koeficienti taksnih projekcij so t.i. funkcije d oziroma rotacijske
funkcije

Za nas primer dobimo torej

Whyy =T 0(3/2,1/2) = d, ,(0)[3/2,-3/2) +d%7, | ,(0)]3/2,—1/2)
)51 5(0)13/2,1/2) + dy)a | 5(0)[3/2,3/2) . (2.39)

To je torej valovna funkcija AT izraZena z baznimi vektorji v sistemu z osjo 2’. Sedaj
upostevamo, da je v primeru, da sistem 2’ ustreza smeri izhodnega piona, projekcija njegove
tirne vrtilne koli¢ine na 2’ ni¢ (iz enakega razloga kot smo to zahtevali za vpadni pion v sistemu
z). Potem bo lahko projekcija celotne vrtilne koli¢ine sistema na os 2’ le posledica spina pro-
tona. Ker lahko ima ta le vrednosti £1/2 sta torej stanji |3/2, £3/2) v tem primeru nedosegljivi
in lahko kotno odvisnost sipalnega preseka ponovno dobimo iz kvadrata absolutne vrednosti
valovne funkcije konénega stanja kot

3/2
Wt =142 O +[dY5 () o 1+ 3cos0,. (2.40)

kjer smo v prvem koraku ponovno uporabili ortogonalnost spinskih stanj.
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Slika 2.1: Kotna porazdelitev pri #*p — ATt — 7Fp. Povzeto po [4].
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2.5 Kvarki in leptoni ter njihova kvantna stevila

Znotraj standardnega modela osnovnih delcev in interakcij vso znano snov tvorijo fermionski
delci s spinom 1/2, ki jih delimo glede na to ali interagirajo mocéno (kvarki ¢, ki tvorijo hadronska
stanja) ali le elektromagnetno in Sibko (leptoni /). Pri tem opomnimo, da elektromagnetno
interagirajo le nabiti delci. Vsem kvarkom lahko pripiSemo barionsko kvantno §tevilo, ki ga
v zelo dobrem priblizku ohranjajo vse interakcije znotraj standardnega modela. Natané¢neje,
iz zgodovinskih razlogov vsak kvark nosti barionsko stevilo B, = 1/3. Podobno lahko vsem
leptonom pripiSemo leptnsko sStevilo L; = 1. Tudi za to stevilo do sedaj Se nismo izmerili
fizikalnega procesa, v katerem bi bilo kr8eno, ¢eprav znotraj standardnega modela ta moznost
obstaja, povezana pa je z majhnostjo izmerjenih mas nevtrinov. Ker tako kvarki kot leptoni
nastopajo v parih z razlicnim nabojem: 2/3 ali —1/3 osnovnega naboja za kvarke ter —1 ter 0
za leptone; hkrati pa smo do sedaj taksne pare leptonov in kvarkov dosedaj izmerili tudi v treh
kopijah, oz. druzinah, konvencionalno vsakemu posami¢nemu fermionu pripisemo tudi kvantno
Stevilo okusa. Znotraj standardnega modela le Sibka interakcija lahko krsi to kvantno Stevilo.
Nazadnje omenimo, da imajo vsi anti-delci vsa kvantna Stevila predznacena ravno obratno kot
delci, npr. By = —1/3. Vsi delci snovi s pripadajoc¢imi kvantnimi Stevili so povzeti v tabeli

’ delec (okus) ‘ B L Q@ ‘

Kvarki
U 1/3 0 2/3
d 1/3 0 -1/3
c 1/3 0 2/3
s 1/3 0 -1/3
t 1/3 0 2/3
b 1/3 0 -1/3
Leptoni
Ve 0 1 0
e 0 1 -1
vy 0 1 0
W 0 1 -1
Vr 0 1 0
T 0 1 -1

Tabela 2.3: Kvantna Stevila osnovnih delcev.

Barioni so hadroni, ki imajo sestevek kvantnih Stevil kvarkovskega okusa 3 ter posledi¢no
barionsko §tevilo Bg = 1, leptonsko Stevilo pa ni¢. Taksna sta oba nukleona p ~ uud in n ~ ddu,
pa tudi bolj eksoti¢na resonan¢na stanja kot je A ~ uds. Poleg barionov med hadrone $tejemo
tudi mezone, ki imajo vsoto okusnih kvantnih stevil kvarkov ni¢, npr. 7+ ~ ud ali K+ ~ u3. Ker
moc¢na in elektromagnetna interakcija ohranjata okuse, so najnizje lezece hadronske resonance
dolgozive — razpadejo le po §ibki interakciji.

Ceprav v splosnem sibka interakcija krdi kvantna stevila okusa, obstaja velika razlika med
procesi, ki potekajo preko t.i. nabitih tokov — v katerih “gornji”kvarki oz. leptoni (z nabojem
2/3 oz. 0) prehajajo v “spodnje” (z nabojem —1/3 oz. —1) ali obratno, ter procesi, ki potekajo
preko t.i. nevtralnih tokov, kjer so prehodi znotraj “gornjih”ali “spodnjih”kvarkov oz. leptonov:
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Nabiti tokovi znotraj standardnega modela potekajo v prvem redu perturbacije Sibke interakcije
in so zato mnogo bolj pogosti kot nevtralni tokovi, ki spreminjajo okus. In ceprav se slednji
pojavljajo z izmerljivo verjetnostjo med “spodnjimi”kvarki, so komajda opazni med gornjimi
kvarki in (znotraj standardnega modela) prakti¢no neizmerljivi med leptoni.

1z zgodovinskih razlogov krsitev kvarkovskih okusov u in d dostikrat oznacujemo kar s
pomocjo kr§itev izospina, ko obravnavamo kvarka u in d kot stanji izosospinskega dubleta z
I =1/2ter Is(u) = 1/2 ter I3(d) = —1/2. Zato pravimo tudi, da Sibke interakcije krsijo izospin.
Ostale kvarkovske okuse (ki jih prav tako krsijo le sibke interakcije) imenujemo tudi ¢udnost
(oznacujemo z s ali S = —s), ¢arobnost (c ali C), lepota (ang. beauty, b ali B = —b - pozor,
tukaj ne gre za barionsko stevilo) ter ¢ - okus kvarka top.

Kot Ze omenjeno, vse interakcije standardnega modela v izredno dobrem priblizku ohranjajo
barionsko ter leptonsko étevilcﬂ zato procese, ki krsijo ti dve §tevili oznacujemo kot prepove-
dane znotraj standardnega modela. Vse interakcije standardnega modela eksaktno ohranjajo
elektriéni naboj.

Oglejmo si torej nekaj morebitnih reakcij, dolo¢imo ali so znotraj standardnega modela
dovoljene in dolo¢imo interakcijo, po kateri potekajo.

1. pp — pppp: Protona v zacetnem stanju imate skupno barionsko Stevilo B; = 2 ter naboj
Q; = 2. Ostala kvantna stevila standardnega modela so ni¢ (ker imamo v tem procesu
opravka le z (anti)protoni, je ohranitev posami¢nih kvarkovskih okusov s prejsnjima dvema
pogojema Ze zagotovljena. Tudi koncno stanje ima barionsko stevilo By = 2 ter QQy = 2
(antidelci imajo obratno predznacena vsa kvantna Stevila delcev). Posledi¢no je gornji
proces znotraj standardnega modela dovoljen in poteka preko moc¢ne interakcije.

2. pp — pprTw~: V tem primeru imamo B; = 2, Q; = 2, in pa By = 0, Qy = 0. Opazimo
da bi tak proces krsil tako barionsko §tevilo kot tudi naboj. Zato je znotraj standardenga
modela prepovedan in dejansko ni bil Se nikdar opazen.

3. efe” — pp: V tem primeru imamo v zacetnem stanju B; = 0, Q; = 0 (ter tudi L; = 0),
enako pa tudi v konnem stanju - proces je znotraj standardnega modela torej dovoljen.
Ker pa v procesu nastopajo leptoni in ne le hadronska stanja, ta ne more potekati preko
mocne interakcije. Nabiti delci v tem primeru lahko interagirajo preko elektromagnetne
interakcije (pri zelo visokih energijah je sicer pomemben tudi prispevek Sibke interakcije).

4. pp — eTe™: V zacetnem stanju imamo B; = 2, L; = 0 ter Q; = 2, v konénem pa By = 0,
Ly =2 ter Q = 2. Ceprav torej ta proces ohranja naboj, pa krsi leptonsko ter barionsko
Stevilo, zato je znotraj standardnega modela prepovedan.

5. 7T — ptv: V zagetnem stanju imamo B; = 0, L; = 0 ter ; = 1, enako pa tudi v konénem.
Ker koncno stanje vsebuje leptonska stanja, ta interakcija ne more potekati preko moéne
interakcije, ker pa imamo opravka tudi z nevtralnim nevtrinom, tudi elektromagnetna
interakcija ne pride v postev. Proces torej poteka preko (nabite) Sibke interakcije, kar
nam pove tudi izospinsko Stevilo, saj imamo v zac¢etnem stanju I = 1, Is = 1, vkon¢nem
pa seveda I = 0.

2Teoreticni izraéuni kazejo, da sibke interakcije pri visokih temperaturah (7" > 100 GeV) lahko krisijo vsoto
barionskega ter letponskega stevila (B + L), Ce se njuna razlika B — L ohranja (in s tem morda igrajo pomembno
vlogo pri tvorbi kozmi¢ne asimetrije med gostoto snovi ter anti-snovi v zgodnjem vesolju). Pri nizjih temperaturah,
pa so taksni procesi Boltzmannovo zastrti in zato neizmerljivo redki.
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vn — pu~: V zaGetnem stanju imamo B; = 1, L; = 1, Q; = 0 ter (I3); = —1/2, v kon¢nem
pa Bf=1,Ly=1,Qs =0 ter (I3); = 1/2. Omenjen proces torej krsi izospin ter vsebuje
tudi nevtrine, zato poteka preko Sibke interakcije.

put — eTy: V omenjenem procesu se spremeni le kvantno $tevilo leptonskega okusa (foton
ne nosi ohranjenih kvantnih Stevil). Proces torej naceloma lahko poteka preko sibke in-
terakcije. Vendar pa prehod med “spodnjima”leptonoma predstavlja nevtralni sibki tok,
ki znotraj standardnega modela poteka le v vigjih redih perturbacije. Omenjen proces je
zato zelo redek in tudi eksperimentalno Se ni bil opazen.

ut — e"eTet: Proces je povsem analogen prejSnjemu primeru, le da imamo sedaj v
kon¢nem stanju namesto fotona par elektrona in pozitrona, ki prav tako skupaj nimata
nenicelnih kvantnih stevil. Omenjen proces je zato v prvem redu Sibke perturbacije pre-
povedan.

K=p — An% V zagetnem stanju imamo B; = 1, Q; = 0 (I3); = 1 ter éudnost S; = —1
(K~ ~ su), vkontnem pa By =1, Q¢ =0, (I3)f = 1 ter Sy = —1. V tem hadronskem pro-
cesu se torej ohranjajo vsa kvantna Stevila in zato lahko poteka preko moé¢ne interakcije.
Za hitrejSo pot do resitve si lahko v hadronskih procesih pogosto pomagamo s prepro-
stimi diagrami na kvarkovskem nivoju, kjer izipiSemo vse kvarkovske okuse v zacetnem ter
konénem stanju, ter jih poskusamo med seboj povezati z neprekinjenimi ¢rtami (morebitno
sekanje teh ¢rt ni pomembno, povezemo lahko tudi kvarkovske okuse znotraj posameznega
hadrona). Ce nam to uspe, je proces dovoljen preko moéne interakcije.

K*tn — Y79 V zacetnem stanju imamo sedaj B; = 1, Q; = 1 (I3); =0 ter S; = 1, v
konénem pa By =1, Qf =1, (I3)f = 1 ter Sy = —1 (X7 ~ wus). V tem hadronskem
procesu se torej ¢udnost ter izospin ne ohranjata, zato v nasprotju s prejSnjim primerom
lahko poteka le preko Sibke interakcije. Izkaze se, da celo Sele v vi§jem redu perturbacije,
saj se na nivju kvarkovskih okusov, ti spreminjajo le med “spodnjimi”kvarki in torej ta
proces poteka preko nevtralnih §ibkih tokov. Spet lahko do resitve pridemo s pomocjo
diagrama. Tokrat vseh kvarkovskih okusov ne moremo enostavno povezati.

w2
——
14
)
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2.6 Valovne funkcije hadronov

Oglejmo si lastnosti valovne funckije A™" resonance. Njena valovna funkcija naj bo produkt
okusnega, spinskega ter krajevnega dela. Iz meritev sipalnega preseka vemo, da ima ta resonanca
spin 3/2 pa tudi izospin 3/2. Ob utemeljeni predpostavki, da so torej relevantne prostostne
stopnje, katerih vezano stanje je AT trije (lahki) kvarki, takoj zaklju¢imo, da bosta okusni ter
spinski del imela obliko |uuu) ter | 111). Ker gre za osnovno stanje s taksno kombinacijo spina
ter izospina pravtako zaklju¢imo, da bo krajevni del valovne funkcije v stanju s celotno tirno
vrtilno koli¢ino I = 0 (|I,m) = |0,0) = Yuo). Takoj opazimo, da so vse nastete komponente
valovne funkcije A™* sode na zamenjavo gradnikov. Celotna fermionska valovna funkcija pa
mora biti nasprotno liha na zamenjavo delcev. Od tod sklepamo, da mora obstajati Se Cetrta
komponenta valovne funkcije A™T, ki je liha na zamenjavo gradnikov. Ta komponenta (1) je
posledica barvne interakcije med kvarki v vezanem stanju. Velja torej

ATH) = ¥oluna)| 111). (2.41)

Na podlagi tega rezultata zelimo sedaj skonstruirati Se valovne funkcije preostalih najnizje lezecih
barionskih resonanc razli¢nih spinov ter okusov. Upostevajoc le okuse treh najlazjih kvarkov
u,d, s bi pricakovali 3> = 27 moznih okusnih kombinacij. Ce upostevamo $e vse mozne kom-
binacije kvarkovskih spinov dobimo celo 62 = 216 moznih barionskih stanj v osnovnem stanju
tirne vrtilne koli¢ine! Vendar je le 56 teh stanj popolnoma simetriénih na zamenjavo delcev,
kot zahteva prisotnost barvne komponente. Pri sistematic¢ni konstrukeiji njihovih valovnih funk-
cij so nam v veliko pomoé operatorji visanja in nizanja spina (ST) ter izospina (I*). Taksne
operatorje za spin poznamo Ze iz kvantne mehanike. V primeru izospina pa analogno definiramo

I*1d) = Ju) I Ju) = |a) I*u) =0 = I*|d),

I't|a) = —|d) I7|d) = —|u) I7|d)y=0=1"|u), (2.42)

kjer sta oba negativna predznaka v drugi vrstici stvar dogovora, saj v sploSnem pripadajoca
kompleksna faza ni eksperimentalno merljiva. Kot enostaven primer si poglejmo konstrukcijo
okusnega dela vseh pionov. Priénimo s pionskim stanjem z najvecjo tretjo komponento izospina

|7t) ~ ud) = |1,1)1,1, . Na to stanje delujemo z operatorjem nizanja izospina, pa dobimo

I |ud) = |dd) — |uu) . (2.43)

Ob pravilni normalizaciji taksne valovne funkcije ((°|7%) = 1), ji pripada Se normalizacijska

konstanta 1/v/2, torej
1

~ —(|dd) — |uu 2.44
ﬂ(\ ) — |uw)) (2.44)

Uporabimo sedaj I~ Se enkrat na tem rezultatu, pa dobimo

")

[ (|dd) — Jui)) o |da) ~ 7). (2.45)

Tako smo skonstruirali okusni del vseh treh valovnih funkcij mezonov z izopsinom I = 1. Kaj
pa stanje z izospinom I = 0? Za taksno stanje |n) ~ |0,0) 7, mora veljati I%|n) = 0, od koder

sledi s primerno normalizacijo
1 _
~ —(|dd) + |uu)) . 2.46
n) ﬂ(l ) + |ua)) (2.46)

Taksno stanje je avtomatsko tudi ortogonalno na vsa pionska stanja.
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Poglejmo si sedaj konstrukceijo (simetriénih) okusnih valovnih funkeij dekupleta lahkih bari-
onov s spinom 3/2. Ponovno za¢nemo z navisjim izospinskim stanjem |A™") ~ Juuu). Na njem
veckrat delujemo z I~ pa dobimo (Ze upostevajo¢ primerno normalizacijo stanj)

IT|ATY = T |uww) = (Juud) + Judu) + |duu)) ~ V3|AT), (2.47a)
- = l U U u)) ~ 0

I7|AT) = \/§(| dd) + |dud) + |ddu)) ~ 2|A"), (2.47Db)
A = B o B A- .
I |A% = \/§|ddd> \/§|A ). (2.47c)

Podobno lahko konstruiramo tudi stanja, z okusnim kvantnim Stevilom ¢udnosti. Po analogiji z
I* vpeljemo namreé operatorja U®, za katera velja

Utld) = Is), U”ls) = ld).
Uts) = ~1d). Uld) = ~15). (2.48)

medtem ko UT na vseh drugih kvarkovskih stanjih dasta ni¢. Sedaj z operatorjem U™ delujemo
na vsa stanja |A) pa dobimo triplet resonanc %*

Ut|att)y = o, (2.49a)
1
UTIAY) = —(|uus) + |usu) + |suu)) = |[ST*), (2.49Db)
V3
1
Uta% = ﬁ(]dus) + |dsu) + |sdu) + |uds) + |sud) + |usd)) = v2|8%), (2.49¢)
UTIA™Y = (|dds) + |dsd) + |sdd)) = V/3|Z7*). (2.494)
Postopek na teh stanjih ponovimo Se enkrat, pa dobimo par =* resonanc
Utixt™) = o0, (2.50a)
2
UTIS™) = “(|sus) + |ssu) + |uss)) = V2|22, (2.50b)
V6
2
UFIE™) = —=(dss) +|ssd) + |sds)) = 2]E77) . 2.50c
‘>\/§(‘>‘>’>)|> (2.50¢)

Konéno imamo $e popolnoma simetri¢no stanje |[27) ~ |sss), torej skupno deset stanj s sime-
tricnim okusnim delom.

Po drugi strani pa imamo le eno stanje s popolnoma antisimetriénim okusnim delom lah-
kih (u,d,s) kvarkov. Najlazje ga skonstruiramo tako, da vzamemo antisimetri¢no kombinacijo
(lud) — |du)) ter ji simetricno dodamo |s) na vse mozne nac¢ine. Tako dobimo stanje

1
|A) ~ %(|uds> — |dus) + |usd) — |dsu) + |sud) — |sdu)) . (2.51)

Zaradi antisimetrije okusnega dela, pa mora ob (anti)simetriji celotne valovne funkcije taksno
stanje imeti nenicelno tirno vrtilno koli¢ino (I # 0). Na koncu nam ostane Se 16 stanj z mesano
simetrijo okusnega ter spinskega dela. Ker mora biti njun produkt (pri [ = 0) simetricen, jih
najlazje skonstruiramo tako, da za izhodis¢e vzmamemo vsoto produktov dovdelénih valovnih
funkeij z dobro (anti)simetrijo, npr. (faxa + fsxs), kjer sta f(4ys ter x(4)s (anti)simetriéna
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okusna ter spinska komponenta dvodeléne valovne funkcije. TakSnemu nastavku potem sime-
tricno dodamo primerno enodeléno valovno funkcijo na vse mo¢ne nacine. Tako dobimo na
primer valovno funkcijo protona

p1) = Yoo [ludu)(2] 14} - | 41) = | 1)
20 111) = [ 140) — | 1)

2/ 1) — [ 1) — [ 411))]
ymn¢f9m¢u¢d¢> utuldt)—lulutd?)

t2ldbutut)—ldtulut)—|dtutul)
+2utdlut)—lubdtut)—|utdtut). (2.52)
Analogno valovno funkcijo nevtrona dobimo enostavno z zamenjavo u <+ d v gornjem izrazu.
Kot primer uporabe tako konstruiranih okusno-spinskih komponent valovnih funkcij hadro-
nov si poglejmo razmerje magnetnih dipolnih momentov protona in nevtrona. V nalogi SmMo
pokazali, da izmerjena magnetna momenta obeh nukleonov precej odstopata od napovedi za
elementarne Diracove delce. Predpostavimo torej, da za kvarke velja
Qigz
2mi ’
kJer je gs ~ 2 za kvarke s spinom 1/2. Pri maksimalni projekciji spina ponovno nadomestimo

S, — S3 Predpostavimo, da k magnetnemu momentu obeh nukleonov primarno prispeva vsota
taksnih magnetnih momentov vseh vezanih kvarkov oziroma

Hp(m) < (P ¢w§:mm (2.54)

+|duu
+|uud

)
>(

fii = gs (2.53)

Znak proporcionalnosti nas opozarja na to, da kvarkl znotraj nukleonov Se zdale¢ niso prosti in
zato relevantna energijska skala magnetnega momenta nukleona ne bo nujno podana z njihovimi
masami m;, ki nastopajo v enacbi . 1z zadrege nas resi dejstvo, da sta masi obeh lahkih
kvarkov dejansko precej manjsi od celotnih mas obeh nukleonov, h katerima torej prevladujoce
prispeva vezavna energija mocne interakcije (temu v prid govori tudi izredno majhna razlika v
masah protona in nevtrona). Ker mocne interakcije ne locujejo med kvarkovskimi okusi lahko
pricakujemo, da bo torej relevantna skala, ki bo doloc¢ala celotni magnetni moment protona in
nevtrona v obeh primerih skoraj enaka in se bo v njunem razmerju njena odvisnost v veliki meri
pokrajsala, ostalo pa bo le o 1|y, ngf‘n 1 -
oo (13 QiSEp )

V primeru protona dobimo
5 By = & g (2L 2 11 21 2-t 11 _¢
<pNZZ,:Q’S’|pT>_18 [4<32+32+ 32 ) \32732 T33) T Ty
(
V primeru nevtrona pa z zamenjavo u <> d
A a3 e -11 -11 2-1 -11 —-1-1 21 e
.5 = 4 =4+ =42 o i) =2
<nT|Zi:QSl|nT) 18[( + + + + + +

3 2 32 32

(2.57)
od koder sledi napoved py, /11y =~ —2/3, kar je izredno blizu eksperimentalni vrednosti (jt, / tip ) exp. =
—0.685.
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2.7 Relativisti¢no sipanje

Podobno kot v obravnavi nerelativisticnega sipanja si oglejmo najprej osnove perturbacijske teo-
rije in vzporedimo relevantne koli¢ine s koncepti, ki so nam znani Ze iz nerelativisticne obravnave.
Kot prvo si poglejmo stanje relativisticnega ravnega vala z dobro definirano gibalno koli¢ino.
V nerelativisti¢ni mehaniki je taksno stanje resitev Schrodingerjeve enacbe z lastnim valovnim
vektorjem |p) = ¢ = /ne®P*~Et Ljer je n stevilo delcev, ki ga taksno stanje predstavlja. V
relativistiéni mehaniki so relevantna lastna stanja Klein-Gordonove enacbe |p) = v2Ene %%
kjer smo zapisali skalarni produkt cetvercev krajse kot p#z, = p-x. Nenavadno izbiro nor-
malizacije stanj utemeljita relativisti¢ni definiciji toka in gostote delcev. Oglejmo si najprej
tok delcev, ki je v neraltivisticni mehaniki definiran kot j = —i(¢p*Vy) — V¢p*)/2m = np/m.
Taksna normalizacija (na enoto mase) za relativisti¢no kinematiko ni primerna. Namesto nje,
se je uveljavila defnicija j = 2np, ki torej pojasni izbiro normalizacije stanj ravnih valov |p). V
skladu z njo se tudi definicija gostote delcev iz nerelativisticne p = |¢|> = n spremeni v p = 2nFE,
tako da se Cetverec toka zapise kot j* = (p,j) = 2p*n.

Naslednje si poglejmo razvoj zatetnega (dvodelénega) stanja z dobro definiranimi gibalnimi
koli¢inami |papp)in 0b ¢asu T'— —oo v neko (sipano) konéno stanje |p1, . . .)out, Ob ¢asu T'— oo
pod vplivom interakcijskega Hamiltoniana ™ (x) v prvem redu perturbacije ter definirajmo
relativisti¢no sipalno matriko kot posplositev enacbe (|1.91))

T
Trzi = ouw(p1,---|PapB)in = lim / dt / d*x (p1,...| — iH™(x)|papB)
T—00 _T
= —@2m)*%Y pa+ps— (p1 +...)] iM(paps = p1,...), (2.58)

kjer smo v drugi vrstici uvedli sipalno amplitudo M iz katere smo eksplicitno izpostavili delta
funkcijo, ki nam zagotavlja ohranitev energije in gibalne koli¢ine v sipanju.

Dejansko zelimo obravnavati razvoj (sipanje) valovnih paketov |¢) z normalizacijo (¢p|¢p) = 1,
zato jih lahko razvijemo po ravnih valovih [p) kot

3
)= [ 009l (2.59)

kjer je ¢(k) valovna funkcija valovnega paketa (v k prostoru), Fy pa energija, ki pripada stanju
z gibalno koli¢ino k (Ex = /m? + |k|?). Verjetnost za prehod med zacetnimi in konénimi stanji
valovnih paketov znotraj majhnega izseka faznega prostora konénih stanj je potem

dgpf 1
(2m)3 2E;

dP(A,B = 1,...) = (Hf ) lout (P1 - - - |p40B)in|? . (2.60)
Da dobimo diferencialni sipalni presek, moramo P popreciti Se po Stevilu sipanih delcev znotraj
zaCetnih valovnih paketov A in B. Predstavljajmo si torej sipanje valovnih paketov A in B s
prec¢nima presekoma Sy ter Sg, ki potujeta v smeri z z relativno hitrostjo [va —vp| = [v] —vE].
Zaradi morebitnega nenic¢elnega vpadnega parametra b | z, dejansko v sipanju prispevajo le
delci A in B znotraj pre¢nega preseka S = Sy N Sp. Zacetno stanje lahko torej zapisemo tudi

kot
. _ [ dpa [ &®pB da(pa)¢p(pp)e™ PAPs)
|¢A¢B>1n—/(2ﬂ)3/(2ﬂ-)3 (2E4)(2EBR)

kjer smo posebej izpostavili fazni zamik med stanjema A in B, kot posledico nenicelnega vpa-
dnega parametra. Sedaj lahko definiramo relativisti¢ni diferencialni sipalni presek kot verjetnost

|PAPB)in , (2.61)
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prehoda, povpreceno po pre¢nem preseku S, oziroma
do(A,B —1,...) = /dedP(A,B —1,...). (2.62)

Izvrednotenje gornjega izraza v splosnem zahteva izra¢un 14 dimenzionalnega integrala (2 krat
d®p ter d®pp ter enkrat d’b). Na sreco nam integral po vpadnem parametru pridela le dvo-
dimenzionalno delta funkcijo, ki skupaj z eno izmed 6Y[ps +pp — (pa + . ..)] znotraj |Ty;|? po
nekoliko daljsem rac¢unu [5] zreducira celotno integracijo na

_ d’pa > [ d’pB 2 IM]? 45(4)
do = dpy [ GERI0A0 [ G100 gm0 5~ (a ).
(2.63)

kjer smo diferencial faznega prostora konénih stanj (posplositev gostote stanj iz neralitivisticnega
Fermijevega zlatega pravila) bolj kompaktno zapisali kot dp; = I;d®ps/[(27)32E¢]. V reali-
sti¢nih situacijah je zrnatost detektorjev prevelika, da bi razloc¢ila konéno razseznost valovnih
paketov A in B v prostoru gibalnih koli¢in. Zato lahko ¢4 g(pa,p) aproksimiramo z delta funk-
cijama, pa dobimo koné¢ni rezultat

IM[?

do=d
o prEA2E3|VA—VB]

2m)* W pa +pp — (pa+...)], (2.64)

kjer nam sedaj imenovalec ulomka 2FE 42 Fp|vs—vp| predstavlja relativisticno analogijo vpadnega
toka sipanih delcev iz enacbe ([1.94)).

2.8 Sipalni presek in Lorentzove transformacije

Oglejmo si, kako se razliéni gradniki, ki tvorijo izraz za relativisti¢ni sipalni presek transformirajo
pod Lorentzovimi transformacijami. Sipalna amplituda je po konstrukciji Lorentzovo invariantna
kolicina. Nasprotno pa se moramo za dokaz tega na primeru diferenciala faznega prostora
konénih stanj (dps) malce potruditi. V ta namen si poglejmo Lorentzovo transformacijo v
obliki ‘boosta’ v smeri x. Pod njo se bosta netrivialno transformirali le xz—ta komponenta
(diferenciala) gibalne koli¢ine (dp,) ter energija (). Tako da nas v celotnem diferencialu dpy
zanima le transformacija ulomka dp, /E. Izrazimo torej dp, in F s koli¢inami v novem sistemu

(d)p, ter (d)E"

dpr = ~(dp, + BdE'),
E = ~(E'+8p,). (2.65)

Sedaj za njuno razmerje velja

dpe _ y(dpl, + BdE") _ dp, 1+ B(dE"/dp,) _ dpi, (2.66)
E  A(E+ppy) B 1+B0L/E) B '
kjer smo ob zadnjem enacaju upostevali, da je diferencial energije (E = \/m? + |p|?): dE/dp, =

pe/E.
Nazadnje si oglejmo Se imenovalec 2E42Eg|vs — vp|. Z uporabo enakosti v = p/E, ga

lahko prepisemo kot 4|paEp — ppF4|. Ker zacetni gibalni koli¢ini kazeta izkljuéno v smeri z,
lahko ta izraz drugace zapisemo tudi kot |p%p% — p%p3| = |€xyuwp'ip%|, kar je invariantno le
na ’booste’ v smeri z — ima natanko transformacijske lastnosti (inverzne) ploséine v xy-ravnini,
tako kot bi po definiciji sipalnega preseka tudi pricakovali.
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2.9 Sipanje brezspinskih delcev preko EM interakcije

Oglejmo si relativistiéno 2 — 2 sipanje delcev brez spina (npr. kaonov in pionov) preko elektro-
magnetne interakcije. Kot primer vzemimo elasti¢no sipanje negativno nabitega piona in kaona
(7 (pa)K~(p) — 7 (pc)K~(pp)). Nase izhodiste bo prehodna matrika med zaCetnim in
konénim stanjem, kot jo izra¢unamo v prvem netrivialnem redu EM perturbacije v priblizku, ko
pion in kaon obravnavamo kot tockasta (psevdo)skalarna delca z nabojem Q(n~,K~) = —e. V
tem primeru relevanten interakcijski Hamiltonian prispeva k prehodni matriki preko izmenjave
enega samega fotona in lahko zapisemo

—ig"
qu jem(KTY. (2.67)

7y = [ o)

kjer je™(n™) = Q(r7)(pa + pe)ue " PATPOT in j(KT) = QK™ )(pp + pp)ue P PRI

predstavljata relativisticni EM tok piona in kaona ter velja ¢> = (pa — pc)? = (ps — pp)>.

Integracija po prostoru nam da ravno delta funkcijo ohranitve cetverca celotne gibalne koli¢ine

pa dobimo

2

e*(pa +pc) - (pB +pp)

2 )
q

kjer nam ulomek v gornji enacbi predstavlja sipalno amplitudo M. Znotraj nje nastopajo

produkti ¢etvercev gibalnih koli¢in (v splosnem jih je Sest: pa - pB, pa : D, PA - PDs PB * PC,

pB - Ppp in po - pp). Zaradi ohranitve celotne gibalne koli¢ine, sta le dva izmed teh produktov

tudi linearno neodvisna. Zato je v obravnavi sipanja 2 — 2 sipalno amplitudo smiselno zapisati

v manifestno Lorentzovo invariantnem zapisu s pomocjo treh t.i. Mandelstamouvih spremenljivk

Ty; = —i(20*)6™ (pa + pp — pc — pp) (2.68)

s=(pa+pp) = (pc+pp), t=(pa—pc)’=ps—pp)’, u=(pa—pp) = (ps—pc),
(2.69)
za katere je enostavno pokazati enakost

s+t+u=ph+ps+pe+trp=) M, (2.70)

)

kjer tece vsota po vseh §tirih masah delcev v za¢etnem in konénem stanju. Opis z Mandelstamo-
vimi spremenljivkami je torej Se posebej pripraven v ultrarelativisti¢ni limiti mf < s, ko lahko
mase sipanih delcev v primerjavi z energijo sipanja zanemarimo. S pomoc¢jo Mandelstamovih
spremenljivk se v tej limit sipalna amplituda, ki opisuje sipanje 7= K~ — 7w~ K~ zelo kompaktno
zapise kot

98— U

M(m~ (pa)K~ (pp) = 7 (pc)K (pp)) = e ’

(2.71)

2.10 Antidelci in krizanje

V prejsnjem primeru smo obravnavali sipanje negativno nabitih pionov in kaonov. 7~ z gibalno
koli¢ino p, = (F,p) ima EM naboj in tok Q(7~) = —e ter jEM(W*) = 2(—e)pu. To lahko

primerjamo s 7

, za katerega pri p, = (E,p) velja Q(77) = +e ter jEM(ﬂJF) = 2ep, =
2(—e)(—pp). Opazimo torej, da lahko EM tok antidelcev opisemo s pomocjo toka delcev, katerih
cetverec gibalne koli¢ine spremeni predznak. Ker se s taksno zamenjavo zacetno stanje [p)
hkrati spremeni v konéno stanje (p|, pomeni da v danem procesu delec v zacetnem stanju z

gibalno koli¢ino p lahko zamenjamo z antidelcem v kon¢nem stanju z gibalno koli¢ino —p in
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obratno. Taksnemu postopku zamenjave pravimo tudi kriZanje. Kot primer si oglejmo elasti¢no
EM sipanje 77K~ — 7" K~. Sipalno amplitudo dobimo kar iz Ze znanega izraza za sipanje
m- K~ — 7~ K~ z zamenjavo py — —pc ter poc — —p4, oziroma

M (pa) K () = 7 (pe) K~ (pp)) = S PAZL PBEIDL _ pms o )

Ker je sipalni presek odvisen od kvadrata absolutne vrednosti sipalne amplitude, sta torej sipalna
preseka za sipanje 7 K~ — 7 K~ ter 7t K~ — 77K~ enaka.

2.11 Elasti¢cno EM sipanje 7 7~ ter 7 7"

Oglejmo si nekoliko tezji primer elasti¢cnega EM sipanja 7~ (pa)7n~ (pg) — 7 (pc)n (pp). Za-
radi nelocljivosti delcev v za¢etnem in konénem stanju mora biti amplituda simetri¢na na zame-

njavo pa <+ pp ter pc <> pp. Dejansko v izracunu prehodne matrike T'y; dobimo dva prispevka
izmenjave fotona, kar nam da simetrizirano sipalno amplitudo

e*(pa+pc) - (pB+pp) | €*(pa+pp) - (pB+ PC)
(pa — pc)? (pa —pp)? '

M(m~ (pa)m™ (pB) = 7 (pc)m (D)) =

(2.73)
Poskusimo opisati kotno odvisnost sipalnega preseka v takSnem sipanju. V ta namen se

kot
Py =W pi), Pi=wm-pi), p&={ps). PhH=® —Ps), (2.74)

kier je p = |pi| = |py|. Ce torej definiramo se kot 6 kot projekcijo med vektorjema zacetne
in konéne gibalne koli¢ine v tem sistemu cos# = p; - pg/p? lahko Ze izrazimo kotno odvisnost
sipalne amplitude kot

M=ce

2[3+cos<9 3—COS€:|__ 93+ cos? 6

- = —-2°—— 2.75
cosh —1 1+ cosh “1 o260 ( )

oziroma diferencialnega sipalnega preseka

do 3+ cos?0]?
— — . 2.76
<alQ>7r7r = |:1—COS29:| (2.76)
Na koncu si oglejmo e sipanje elasticno EM 77—, Njegovo sipalno amplitudo dobimo s

pomocjo krizanja (pa — —pc, pc — —pa4) in sicer nam to da

e*(—pa —pc) - (pB +pD) +62(—p0 +pp) - (B —Pa)
(—pa +pc)? (—pc — pp)?

M(x (pa)m* (pB) = 7 (pc)w" (pp)) =

I

(2.77)
v tezisénem sistemu pa je sipalni presek posledi¢no proporcionalen

do 3+ cos? 6 2
<d9) ~ [1 oo 9] . (2.78)
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2.12 Ohranitev vrtilne koli¢ine za Diracove delce

Hamiltonov operator, iz katerega izhaja Diracova enacba je
H=a -p+pfm, (2.79)

kjer je o = Y07y, B = Y0, 70,1,2,3 Pa so Diracove v matrike, ki tvorijo antikomutacijsko algebro
{Vusw} = 29, Zanima nas ohranitev tirne vrtilne koli¢ine L = r X p, kjer sta r in p krajevna
koordinata ter gibalna koli¢ina delca, pod vplivom gornjega Hamiltoniana. Za to si poglejmo
komutator [H,L]. Osredoto¢imo se na eno komponento vrtilne koli¢ine, npr. L;

[H, L1] = [a - p + Bm, 2p3 — x3p2] = [e¢ - P, 2p3 — T3p2] — [Bm, w2p3 — T3p2] - (2.80)

Oba komutatorja na desni strani obravnavamo lo¢eno. Prvi komutator izvrednotimo kot

[1p1 + aapa + asps, xaps — x3p2] = 0+ aalpe, v2p3] — aslps, v3p2]
= 0+ aalpa, z2]p3 — aslps, z3]p2
= i(paas — p3a2) =i(p X &)1, (2.81)
kjer smo uporabili komutacijske relacije [p;, z;] = —id;; . Na enak nacin izvrednotimo tudi drug

komutator [Bm, xops — x3p2] = 0, pa dobimo konéni rezultat
[H,L] =i(p X a). (2.82)

Ocitno torej tak Hamiltonian ne ohranja tirne vrtilne kolicine. ReSitev iz zagate nam ponudi
spin, ki ga nosijo Diracovi delci. Poglejmo si torej Se komutator

o 0
[H,S], S—<O U). (2.83)
Spet se osredoto¢imo na posami¢no komponento spina, npr. Sy
[H,S1] = [a-p+ Bm,S1] = [a-p, 51|+ [Bm, S1]. (2.84)

Ponovno oba komutatorja na desni izvrednostimo lo¢eno. Za prvega dobimo

o 0 [0’,(71] o 0 o3 . 0 g9 Y
p.[a,Sl]—p< [ 0 )— 2zp2<03 0 >+2zp3<02 0 >—2z(a><p)1,

g, Ul]

(2.85)
kjer smo uporabili komutacijske relacije o matrik [o;,0;] = 2i€;;,01 . Podobno izvrednotimo
tudi drugi komutator, oziroma [3,S7] = 0, pa dobimo koné¢ni rezultat

[H,S] =2i(a xp). (2.86)

Ugotovimo, da H ohranja celotno vrtilno koli¢ino, ki je vsota tirne vrtilne koli¢ine in spina
J=L+S/2,in torej [H,J] =0.
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2.13 Diracovi spinorji in su¢nost

Poglejmo si lastnosti resitev proste Diracove enacbe (iv,0" —m)y = 0. Poznamo dva razreda
resitev: interpretiramo jih kot delce ¢ = u(®) exp(—ipz) ter antidelce ¢ = v(%) exp(ipzx) . Diracovi
spinorji (u,v) zadoséajo enacbam (y,p* — m)ul®) = 0 ter (y,p* + m)v® = 0. Pripravno je
definirati se o) = Ty = @) exp(ipz) , 5 exp(—ipz), kjer sedaj velja a(® (Yup* —m) = 0 ter
o) (vup* +m) = 0. Deléne ter antideléne spinorje izpisemo e eksplicitno

(s) op | (~s)
0 = \/2E< X (5 ) o) = \/2E( E+m X ) , (2.87)

E+4+m X(_S)

kjer je izbrana normalizacija konsistentna z relativisti¢no izbiro za skalarne delce v sekciji ,
XM = (1,007, x=Y = (0,1)7. Za spinorje veljata tudi naslednji dve kompletnostni relaciji pri
seStevanju po spinih

Zu(s)ﬁ(s) =yt +m, Z v = Yup" —m. (2.88)

S

Definirajmo sedaj operator su¢nosti kK = S - p/2|p|, ki je pravzaprav projekcija spina na smer
gibalne koli¢ine. Poskusimo dokazati, da tak operator komutira s Hamiltonianom za proste
Diracove delce in da torej sucénost predstavlja ohranjeno kolicino. Ce to velja, morajo biti
resitve Hamiltoniana tudi lastna stanja operatorja x; veljati mora npr. xu®) = A®)u(8) | kjer sta
) pripadajoci lastni vrednosti. Za dokaz, se torej postavimo v sistem, kjer gibalna koli¢ina p
kaze v smeri z, p = (0,0,p). Potem se operator suc¢nosti zapise kar kot x = S3/2. Delujmo z
njim na «*Y, pa dobimo

(1)

1 (il) 1 ]_
ru®) = V2EZ < s 0 > : < oy (£1) ) =V2ES ( 03(;3;( (£1) ) = igu(ﬂ)- (2.89)

2\ 0 o3 Tem X 2\ Era03X

Dejansko so resitve proste Diracove enacbe lastna stanja operatorja su¢nosti. Iz gornjega dokaza
je enostavno uvideti tudi, da se su¢nost ohranja tudi pri zamenjavi delcev z anti-delci. Taksna
operacija namre¢ zamenja predznak gibalne koli¢ine ter spina, njuno projekcijo pa pusti nespre-
menjeno. To nam bo v veliko pomo¢ pri izra¢unih sipanja polariziranih Diracovih fermionov s
pomocjo krizanja.
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2.14 Gordonova dekompozicija EM toka za Diracove delce

Elektromagnetni tok za Diracove delce ima obliko 9 v,1; = i y,u; expli(ps — pi) - x], kjer smo
za enacajem uporabili reSitve proste Diracove enacbe. Za obravnavo nizko-energijske nerelati-
visti¢ne limite je bolj pripravna tako imenovan Gordonova dekompozicija taksnega EM toka, ki
ima obliko

_ 1 _ )
Ui = 5ty [(pf +pi)p + iou(pr — pi)"]wi, (2.90)

kjer je ou = i[yu,Vw]/2. Poskusimo jo dokazati. Za to si podrobneje oglejmo drug clen v
oglatem oklepaju gornjega izraza

_ i_ i
o (pyr — i) u; = §Uf7ﬂu(Pf —pi) Ui — §Uf%7u(Pf — i) u; . (2.91)
Razpisimo prvi ¢len na desni kot
i L i , i L i
§“f'7u%pfui - §Uf’)’u')’upi u; = iuf(Qg;w - %’Y;L)pfui - §Uf7umui

. 7 _ i
= GUppuU; — §u]c*yumui — §u]wumui
= iUr(pry — myu)U;i 5 (2.92)

kjer smo v prvi vrstici uporabili antikomutcaijske lastnosti v matrik ter enac¢bo gibanja za wu;,
v drugi vrstici pa Se enacbo gibanja za . Na enak nacin lahko izvrednotimo tudi drugi ¢len v

(2-91)) kot

i _ T _ .
S U WP U = SU Y VuPy i = Ul (Pigy — M) - (2.93)
Sedaj oba izraza vstavimo nazaj v (2.90) pa dobimo
_ 1 _ _
Upyptti = 5 g (P +Di)y = Prp+ MY = Pip M i = Upy (2.94)

2.15 Nerelativisticna limita EM interakcij za Diracove delce

Matri¢éni element za sipanje Diracovih delcev v EM polju v prvem redu perturbacije zapiSemo
kot

Ty = z'/d4xj}‘iA# = ie/d4:6 ﬂf'y“uiei(pf_pi)'m/l#, (2.95)

kjer je j]‘fi = —etppy"4h; EM tok Diracovih delcev z nabojem e, A, = (¢, A) pa Stirivektor EM
polja. ¢ in A sta skalarni in vektorski EM potencial s pomocjo katerih izrazimo gostoti elek-
tri¢nega in magnetnega polja kot E = —V¢—0A /0t ter B = V x A . Oglejmo si nizkoenergijsko
limito tega matri¢nega elementa s pomoc¢jo Gordonove dekompozicije EM toka. Osredoto¢imo
se na prispevek drugega ¢lena v oglatem oklepaju v , ki edino nosi informacijo o vplivu
spinskih prostostnih stopenj Diracovih delcev na interakcijo

Tri— ...+ % / Bxdt o™ (p — pi)ous A, el Er—Ete=ipr—px, (2.96)

Ce imamo opravka s staticnim magnetnim poljem, nobena od koli¢in pod integralom razen
eksponenta ni ¢asovno odvisna in lahko integral po ¢asu zZe izvedemo

Tyi=...+ 2_—62775(& — Ey) /d3x Ut (pr — pi)yuiAye  PITPOX (2.97)
m
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Ohranitev energije, kot jo zapoveduje delta funkcija pred integralom, zagotavlja, da nobena
izmed zasovnih komponent ¢#° k matri¢cnemu elementu ne bo prispevala. Ogledati si moramo
torej le krajevne komponente, npr. o3

23 _t. o3 39 (o1 0
o= =50y 77)—(0 m)' (2.98)

V nerelativisiténi limiti se tudi Diracovi spinorji precej poenostavijo

(s)
u | pm = V2m ( Xo ) . (2.99)

Prispevek 023 k matri¢nemu elementu lahko torej izvrednotimo kot

(&

_ 3 T or 0 o X —i(ps—pi)x

2m2775(Ef Ez)2m/d X(X 70) ( 0 o1 > (pf p1)3 ( 0 >A29 )
(2.100)

oziroma v splosnem ob uposStevanju ohranitve gibalne koli¢ine ter EM polja oblike ravnega vala

A =eexp(—iq-X),z2q=DpPfr—Pi-

Ty = .

Tpi=...— %2#5(Ef ~ E) /d?’xd_)fa' VX A= — %2775(@« ~ E) /d3x&fa By

(2.101)
Dobili smo torej izraz za prispevek dipolnega magnetnega momenta Diracovega delca k EM
interakciji. Od tod lahko izlus¢imo vrednost spinskega giromagnetnega razmerja za Diracove
delce v prvem redu EM perurbacije. Velja namre¢ p = —egs/2m ter s = o /2 od koder sledi
g=2.

2.16 Ultrarelativisticna limita EM interakcij za Diracove delce

Oglejmo si Se nasprotno limito, torej ko so gibalne koli¢ine delcev v EM sipanju mnogo vecje od
njihovih mas. Kot smo pokazali v poglavju lahko poljuben Diracov spinor razpisemo kot
linearno kombinacijo lastnih stanj su¢nosti

a
¥ =ap + 0" = V2E ( b 2 . (2.102)
=0

V ultrarelativisti¢ni limiti se tak spinor Se poenostavi v
a
b
o5 @
Pl

kjer je p = p/|p|. Definirajmo sedaj projekcijska operatorja ro¢nosti (1 4 75)/2 (matrika 7° je
definirana preko {vs,7,} = 0), ki projicirata Diracove spinorje na desno- in levo-ro¢ne kiralne
spinorje

B - @ >
¥ =V2FE =V2E < o oy ) (2.103)

—_
—_

(I=7)Y, Yr=5(1+)¢. (2.104)

2
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V ultrarelativisti¢ni limiti ter Diracovi bazi v matrik, kjer je

0 laxo >
_ , 9.105
- < Jo (2.105)

se izraza za 1, r poenostavita, npr.

o=varg (1) X ) - veEy ( X - by ). e

-1 1 opx®) —X) + apx®

Delujmo sedaj na tak spinor z operatorjem su¢nosti s
- (3)-(})
1 1/e-p 0 1 b b
S — V9EZ= )=
55 PUL 5 ( 0 >
a
b

()

- VQEZ

S

_Uﬁ< Z ) X < Z ) = —%m, (2.107)

kjer smo uporabili lastnost projekcijskega operatorja (op)? = 1. Podobno identiteto lahko
dokazemo za g, z drugim predznakom. Sledi torej, da v ultrarelativisti¢ni limiti su¢nost ter
roénost sovpadata (ekvivalentno ¢z, ~ (=1 ter ¢ ~ ¢+ ).

Oglejmo si sedaj obliko elektromegnetnega toka Diracovih delcev, ¢e uporabimo pojekcijsko
identiteto ¢ = 11, + 1R ter zapisimo

G =yt = (YL + r)Y* (YL + Yr) = YL UL + YRV UR + YLy R + YRy L. (2.108)

Oglejmo si podrobneje mesana ¢lena, npr.

ViR = 1/1%(1 - ’75)’707“%(1 +5)%
-1 1
= Y50 =9")5 (L4 e)Y
— @ivu(l — =0, (2.109)

kjer smo v prvi vrstici uporabili hermitskost 5 (7; = 75) v drugi in tretji vrstici antikomutacijske
lastnosti v5 ({7s,7,} = 0), v tretji pa normalizacijo 72 = 1. Enako odpade tudi drugi mesani
¢len in se torej EM tok razpise izkljuéno kot vsota desno- in levo-ro¢nih tokov

G =yt = bt L + YrY YR - (2.110)

V ultrarelativistiéni limiti, ko rocnost in su¢nost sovpadata, to pomeni, da EM tok ohranja
sucnost sipanih delcev, saj bo npr. levosucno polariziran vpadni delec iz ultrarelativisti¢nega
EM sipanja izsel izkljuéno levosucen.
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2.17 Kotna porazdelitev v ultrarelativisticnem EM sipanju Di-
racovih delcev

Oglejmo si anihilacijo eletrona in pozitrona v mion in anti-mion. Proces ete™ — putu~ v
prevem redu perturbacije poteka preko izmenjave enega samega fotona in ga obravnavamo v
ultrarelativistiéni limiti. Vmesno stanje fotona mora imeti celotno vrtilno koli¢ino ena, zato
morata po ohranitvi celotne vrtilne koli¢ine tudi zacetno in konéno stanje imeti enako celotno
glede na katero definiramo tudi projekcije vrtilne koli¢ine. Izberimo si polarizaciji elektrona
in pozitrona, tako da ima elektron, ki leti v smeri z suénost 1/2, pozitron, ki leti v smeri —z
pa su¢nost —1/2. Taksno zacetno stanje, ko sta spina vpadnih delcev poravnana zapisemo kot
|i) =]1,1) (smer z). Koné¢no stanje si oglejmo v zarotiranem sistemu, kjer mion leti v smeri 2’ s
suénostjo —1/2, anti-mion pa v smeri —z’ s su¢nostjo 1/2. Taksno kon¢no stanje lahko zapisemo
kot |f) = |1,—1) (smer 2’). Matriéni element prehoda med za¢etnim in kon¢énim stanjem v
istem sistemu dobimo preko rotacije, npr. zacetnega stanja iz sistema z v 2z’ za medsebojni kot
6 okoli pravokotne osi, npr. y (exp(—ifJy)|j,m) =>_, dil,m,|jm’> )

2(fliye = (1, =1 [d"y 4[1, =1) + dg,]1,0) + di 4]1,1)] = d" 1 1(0) < 1 — cosb. (2.111)
Na podoben naéin lahko izvrednotimo tudi vse ostale mozne kombinacije polarizacij/sucnosti
»(1,1]1,1), o< 1+ cosf,
(1, —-1]1,-1), o« 14 cosf,
~2(1,1]1,-1), o« 1—-cosf. (2.112)
Izraz za kotno porazdelitev sipalnega preseka za nepolarizirane curke delcev ter seStet ¢ez vse po-

larizacije kon¢nih stanj dobimo s vsoto kvadratov posameznih matri¢nih elementov, ki nastopajo
v sipalnih amplitudah

do
10 > Z IMg o x Z | (1,51, 5).]% o< 1 + cos? 6. (2.113)

! /
S8 8,8

Taksna kotna odvisnost se razlikuje od tiste, ki bi jo dobili v sipanju (anihilaciji) skalarnih
delcev preko EM interakcije, npr 7+7~ — K+ K~ ki znasa do/dS2 oc cos? 6 in izhaja iz sipalne
amplitude v tezis¢nem sistemu oblike M o (p; - py) o< cosf.
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2.18 Sledi v matrik

V izracunih sipanja nepolariziranih Diracovih delcev lahko povprecenje kvadratov sipalnih am-
plitud po njihovih spinih prevedemo na sledi produktov Diracovih v matrik. Poglejmo si torej
nekaj teoremov, ki nam omogocajo izracun sledi produktov v matrik. Zacnemo z definicijo ~
matrik, po kateri so le-te brez-sledne oziroma Tr[y*] = 0. To lastnost pa bi lahko izpeljali tudi
samo s pomocjo uporabe Diracove algebre ter 4°, namreé

Tr[y,] = Trlvsysvu) = Trlvsvuys) = —=Tr[yvuys7s] = —Tr[y] =0, (2.114)

kjer smo v drugem koraku uporabili (v5)? = 1, v tretjem cikli¢nost sledi produkta matrik, v
cetrtem antikomutacijo v, ter 75 ter v petem ponovno ciklicnost sledi ter (75)? = 1. Gornji
identiteti je torej lahko zadosceno le, ce je sled identi¢no enaka ni¢. Na podoben nacin se da
pokazati, da je sled poljubnega lihega produkta v matrik (kjer v produktu ne nastopa 75) enak
ni¢. Podobno velja za sled same 7 (Tr[y®] = 0), kar dokazemo na enak nacin, z vstavljanjem
(70)? = 1 znotraj sledi. Sled produkta dveh  matrik izvrednotimo kot

Trvv] = Tr290 — Yo vu] = 290 Tr[Laxa] — Tr[vovu] = 89 — Trlvuv] (2.115)

kjer smo v prvem koraku uporabili antikomutacijske lastnosti, v zadnjem pa cikli¢nost sledi. Od
tod ze sledi

Tr[yvuw) = 49 - (2.116)
Naslednja zanimiva sled je
Trlvunysl = TrlvanyaYays] = —Tr[vunva¥sVal = —Tr[Yavu Yo Yars] = Tr[VuYa Yo Yas)
= —Tr[yuVYaYa¥s] = =Ty 5] = 0, (2.117)

kjer smo izbrali v, tako, da velja o # p,v in torej matrika antikomutira z 7,, v,, kar smo
uporabili v tretjem, Cetrtem in petem koraku, nato pa spet cikli¢cnost sledi. Seveda velja tudi
(72)? =1 ter v gornjem izrazu izjemoma ne seitevamo po ponovljenem indeksu a. Naslednje si
oglejmo sled produkta Stirih v matrik

Trlyumnars] = (20w — %) Y¥aV8] = 20w Tr[vavs] — Tr[nuva 6]
= 89uugoz/3 - Tr[%(qua - ’Yo/y,u)’YB] = 8guuga5 - 8gua9uﬂ + Trhl/'yoz'}///)/ﬁ]
= 8guuga5 - 8guagu6 + Sg,uﬂgua - Trhu’Yu’YonB} 5 (2‘118)

kjer smo izmenoma uporabili anikomutacijske lastnosti v matrik ter znano sled produkta dveh
~ matrik (2.116]). Od tod sledi konéni rezultat

Tr[’Yu'YV'Ya’YB] = 49;11/9@,8 - 4guo¢guﬁ + 4guﬂgua . (2~119)

Na podoben nacin lahko izra¢unamo tudi poljuben veéji produkt sodega stevila v matrik. Na
koncu brez dokaza napisimo Se izraz za sled produkta stirih v matrik ter s

Tr[7u7V7a7ﬁ75] = 4i€uuo¢ﬁ s (2120)

kjer je €,,43 popolnoma antisimetricni tenzor cetrtega ranga z €g123 = 1 ter enako za vse sode
permutacije indeksov.
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2.19 Elasticno EM sipanje ey~ — e u~ ter annihilacija ete™ —
+ —
H

Obravnavamo elasti¢cno EM sipanje e (pa)u™ (pB) — ¢~ (pc)p™ (pp). Matriéni element prehoda
v prvem redu perturbacije opisuje proces preko izmenjave posamicnega fotona in ima obliko

. u Jpr .y . _ -1 _
iyiz-—g/l#zjg;Zle-—n—eu@xﬂvuu@»quQL—m4p0>vﬂu@uou2wf6“NpA+pB—pc—pD>,
(2.121)

kjer je ¢ = (pa —pc)? kvadrat izmenjane gibalne koli¢ine preko virtualnega fotona. Pripadajoca
sipalna amplituda ima tako obliko

1

M = —e*u(pe)yuu(pa)) alaeo)y u(ps)). (2.122)

V gornjem izrazu vsak spinor u,u $Se vedno predstavlja toéno doloceno polarizacijo (su¢nosti
s4,8B,8c,sp) delca, ki mu pripada, torej natanéneje u = uw), g = s, Torej tudi vsaki
kombinaciji polarizacij v za¢etnem in konénem stanju pripada lo¢ena sipalna amplituda (M =
M, sposesp). La izratun nepolariziranega sipalnega preseka moramo popreciti kvadrate sipal-
nih amplitud po vseh polarizacijah zacetnih stanj (e~ (pa) ter u~ (pp)) ter sesteti ez vse mozne
polarizacije delcev v konénem stanju. Stevilo polarizacijskih (spinskih) stanj delca s celotnim
spinom s je 2s + 1 in lahko torej prispevek kvadratov sipalnih amplitud k nepolariziranemu
sipalnemu preseku napisemo kot

1
0= 2. 2.123
M| (2s4+1)(2sp+1) Z (M a,sp.50.80] ( )

SA,5B,SC»SD

Oglejmo si najprej nerelativisti¢no limito gornjega izraza. Za to izvrednotimo prispevek vsake
kombinacije spinov posebej. Spomnimo se, da se v nerelativisti¢ni limiti spinorji poenostavijo v
ul®) — 2m(X(s), 0)7 ter a® — 2m(X(S)T, 0). Tako lahko s pomocjo definicij v matrik, kjer
je v Diracovi bazi blo¢no diagonalna le 7y takoj zapiSemo EM tokove kot

a(S)VMU(S/) = 2m68,5’ 10 - (2124)

Absolutna smer spina se torej v nerelativisticnem sipanju ohranja. Vstavimo sedaj ta izraz v
(2.122)) za razlicne kombinacije orientacij spinov, glede na poljubno smer z pa dobimo

24
M=) = MUT11) = M) = ML) = =5
M(U=11) = M(T1=11) = M(L=11) = M(11=4) = 0. (2.125)
Za poprecen kvadrat sipalnih amplitud tako dobimo
M2 = %(4771@%62)2;12 , (2.126)
2

kjer smo uvedli zapis z Mandelstamovo spremenljivko ¢ = (pa4 — pc)? = ¢%.
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Oglejmo si Se ultra-relativisti¢no limito tega sipanja. V tem primeru je koristno, da povprecje
kvadratov amplitud razpiSemo kot produkt
et 1

MP = G5 2 [00) ) Olawn) Oy us) )

! 17 "
s,s’,s" s

x[a(pp) "Iy u(ps) N u(pe) Dy upa) )
4
- % Le LM (2.127)

muon *

Oba leptonska tenzorja lahko sedaj evaluairamo lo¢eno, dobimo

v 1 — s s s s
Ly = §Z[U(pc)( Jyu(pa) [u(pe) Ty u(pa) @)

8,8
1
= 3 Z[
8,8

- % Z[a(pc)(S/’)Vuu(pA)(s)] [ﬁ(pA)(s)Vyu(pc)(s”)]

5,8

(pe) M yupa) D[ulpa) @ vy ulpe)

I

(S”)]

1
= i(p%’)/a + me)da(’}’u)ab(pgfﬂi + me)bc(’)/l/)cd

1
= ST 7e + me)Wye +me)w) (2.128)

kjer smo v drugi vrstici izvedli kompleksno konjugacijo produkta v matrik ter spinorjev, nato pa
v naslednji vrstici uporabili identiteto 72: = Y0Yu"Y0 ter 78 = 1. V Cetrti vrstici smo nato vsoto
po spinih s in s” nadomestili z identiteto ter eksplicitno izpisali sumacijo po indeksih ~
matrik, ki smo jo nato v zadnji vrstici zaradi cikli¢ne ponovitve vseh indeksov lahko identificirali
s sledjo. Analogno dobimo za Linon = Tr[(p%Va + mu)'yu(pﬁng + my) /2.

Obe sledi se poenostavita v ultrarelativisti¢ni limiti, ko lahko masi elektrona in miona zane-
marimo. Takrat dobimo s pomocjo znane sledi produkta Stirih v matrik

Ly = %p%pf;ﬁhwwmy] = %pacpﬁél(gaugﬁu — JopGuw + Jow9pu)
= 2(ppph — Pa - PC Guw + PEPY) (2.129)
ter podobno za Linmoen z zamenjavo p4 — pp ter pc — pp. Oba izraza lahko sedaj vstavimo
nazaj v pa dobimo
8e? 182+ u?

[MP(e p™ = e p™) = 7 [P pB)(pc - pD) + (P~ pp)(pc - i) = 2¢ (2.130)

2
kjer smo v drugem koraku uporabili Se definicije Mandelstamovih spremenljivk v ultrarelativi-
sti¢ni limiti s = (pa +pB)? ~ 2pa-PB ~ 200 -Pp, t = > = (pa —pc)? ~ —2pa-pc =~ —2pB - pp
ter u = (pa —pp)* = —2pa - Pp =~ —2pB - pC-

S pomocjo krizanja sedaj enostavno dobimo tudi izraz za proces eTe” — putu~ iz poglavia
Naredimo namreé¢ zamenjavo Mle™ (pa)pu™ (pB) — ¢ (pc)n™ (pp)] = M(e™ (pa)et (—pc) —
= (pp)ut(=pB)), oziroma pp <> —pc in torej s <> t

(2.131)
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Oglejmo si sedaj ponovno kotno porazdelitev tega sipalnega preseka v teziS¢nem sistemu. Izraz
se tedaj poenostavi, saj velja E4 = Ep ~ p;, kjer je p; = |pa| = |ps| in torej s ~ 4p?,
hkratl pa tudi |[vq — vp| ~ 2. Tudi fazni integral dvodelénega konénega stanja se znatno
poenostavi, saj dobimo

d*po *pp p}dpydQ dQ
om)i6™ —pe — z/fQ §(2p; — 2 _/
R R eyt rronkell =t CUUC TR TR e
(2.132)
kjer smo v prvem koraku s pomocjo delta funkcije v tezi¢nem sistemu, oziroma pc = —pp izvedli

vse integracije po gibalni koli¢ini enega od delcev, npr. pc, nato vpeljali krogelne koordinate
za integracijo po pp, s pomocjo |pc| = |pp| = ps ter Ec = Ep =~ py izvedli Se integracijo po
P, tako da nam preostane le integral po prostorskem kotu d) = d¢d cos 6. Ker sipalna matrika
zavisi le od projekcije (p; - pyr)/pips = cosf lahko izvedemo tudi integral po ¢ pa dobimo za
diferencialni sipalni presek

do M2 B 2¢t 12 +u?  ma?

= = = 1 20 2.1
deos®  128mp? 3275 52 5, (L +cos™0), (2.133)

kjer je o = €2/4r in s ¢imer smo reproducirali rezultat (2.113)), sedaj tudi s primerno normali-
zacijo. Ce izvedemo $e koné¢no integracijo po cosf dobimo

_ _ dra®
olete” = pph) = 3

(2.134)
Oglejmo si e polarizirano EM sipanje ete™ — p+p~ v ultrarelativistiéni limiti. Ker suénost

in rotnost v tej limiti sovpadata, lahko obravnavamo kar proces z dobro dolo¢enimi ro¢nostmi
delcev, npr. e]}(pA)eJLr(pB) — ug(po)uJLr(pD). S pomocjo dekompozicije EM toka na njegove
levo- in desnoroc¢ne komponente (2.110)), lahko Ze zapiSemo sipalno amplitudo za ta proces kot
e 1. "

M=~ o)yl + vs)u(pA)]qﬁ[U(pc)v (1+)v(pp)], (2.135)

kjer smo poleg dekompozicije EM toka na sipalni amplitudi (2.122]) uporabili Se krizanje, in je
¢®> = (pa +pB)? = (pc + pp)?. Vsoti po spinih ete™ ter u*pu~ lahko sedaj kot prej izvedemo
lo¢eno s pomocjo sledi matrik +, npr. za LY” dobimo

v = fZ@pB )1+ y5)u(pa) [o(pe) v (1 + 75 u(pa) @]
= *Z 0(pp) " (1 4+ 35)u(pa) Du(pa) Dy (1 +75)v(ps) )]

=TT (1 + )7 (1 4+ 7))

aufv

= 2(pp% + PBPY — 9" pa - pB — 1€ DB apAR) (2.136)

kjer smo izpostavili kvadrat predfaktorja (1/2) ki izhaja iz projekcijskega opertatorja ro¢nosti.
Pozor, tukaj ne poprecujemo po spinih zacetnih delcev, saj obravnavamo polarizirano sipanje
(vsi vpadni elektroni so desnoroéni ter vsi pozitroni levoroéni). Podobno za L,” dobimo

L = 20805 + ool — 6" pe - pp — i€V peppp o) - (2.137)
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Kvadrat amplitude pa se glasi

4et
M|? = F[Q(pA -pc)(pB - pD) + 2(pa - PD) (DB - PD) — €M €ppouDB 0D 4 5PEDD]
8et
= ?[(PA -pc)(pB - pp) + (Pa - pD)(PB - PD) — (PA - PC)(PB - PD) + (PA - PD)(PB - PD)]
16e*
= A (pa-pp)(pB - PC), (2.138)
kjer smo v drugi vrstici uporabili identiteto e*V“P¢,,pr = —2(5;“65 - 5?5,?) . Od tod v teziS¢nem
sistemu ze dobimo pri¢akovano kotno odvisnost v prvi vrstici (2.112]), oziroma
do | _ 4 ra? 9
_— — =—1 0)“. 2.139
dCOSH(eReL IU’R/‘LL) 28 ( +COS ) ( )

Izratun procesa epe; — py pf) je podoben, v spinski vsoti znotraj Lioen moramo zamenjati
predznak ~s ter posledi¢no e?#°" ¢lena. To nas takoj privede do rezultata za kotno odvisnost

sipalnega preseka
do o’

m(@éez — P pg) = g(l — cosf)?. (2.140)
Podobno dobimo izraza tudi za preostali nenicelni kotni odvisnosti
do wa?
-+ e 2
m(eLeR_)/‘L:U’R) = §(1+0089> ;
do _ _ ra?
m(eLGE —>IMR,LL2:) = Z(l—COSG)Q. (2141)

2.20 Mpgllerjevo sipanje e ¢~ ter Bhabha sipanje e"e”

Oglejmo si se elasticno sipanje identiénih Diracovih delcev, kot je e~ (pa)e™ (ps) — €~ (pc)e™ (pp)
preko EM interakcije v prvem redu perturbacije. V primerjavi z elasti¢nim sipanjem e~ p~ mora
biti v tem primeru sipalna amplituda antisimetri¢na na zamenjavo delcev v konénem stanju
oziroma pc <> pp. To dosezemo z razliko obeh prispevkov k amplitudi

Mo {Wpcmu(p,m . [a<pc>v“u<p3>1} |

PA—PD
(2.142)
Povprecenje po spinih poteka kot prej. Ponovno si najprej poglejmo nerelativisti¢no limito, kjer
sedaj velja

o lalon) s~ [a(po) ()l

M) = M=) = —md(; - 1),
M) = MO = —cdm?
M) = ML) = am? (2.143)

in je torej celotna vsota po kvadratih polariziranih amplitud

1 1 1\? 1 1
2 _ = 2 2\2 - - = i
M| —4(4m66) [<t u> tat e

(2.144)
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Ce vsoto kvadratov sipalnih amplitud po spinih izvedemo v ultrarelativistiéni limiti pa po ne-
koliko daljSem ra¢unu dobimo

s2 + u? 252 s2 + 2

IM|2(e"e e e ) =2e 2 ” ”

, (2.145)

kjer je prvi ¢len enak kot pri elasticnem sipanju e” ™, zadnji ¢len izhaja iz kvadrata amplitud
z zamenjavo pc <> pp oziroma t <> u, vmesni pa iz dveh mesanih produktov. Eden je oblike

et 1 B B _ _
— 5 2 o) )l[a(po)y" ulps)|[a(pe)y" ulps)] [wpp) wu(pa))'
spins
et 1 o fel § wi B v
= —EﬁTr[(pc% + M)V (PAva + Me) 1 (PpYs + me) V(P75 + me)y”]
¢! 32( )( ) =2 15 (2.146)
— _ . . — e R .
A PA - PB)\PC *PD tu 5

kjer za prevedbo sledi v drugem koraku na znane izraze uporabimo antikomutacijske relacije
~ matrik ter identiteto v, v* = 4l4x4, v zadnji vrstici pa smo zanemarili prsipevke mase ele-
ktronov. Drugi meSani produkt je le kompleksno konjugirana verzija gornjega in torej njemu
enak. Ponovno si oglejmo kotno porazdelitev sipalnega preseka tega procesa v tezi§énem sistemu.
Dobimo
do 4ma? (cos?§ + 3)?
dcos s sin* 0

: (2.147)

taksno kotno porazdelitev imenujemo tudi Mgllerjevo sipanje.

S pomocjo krizanja sedaj enostavno dobimo tudi kvadrat sipalne amplitude za sipanje “Bha-
bha”: ete™ — ete™ in sicer z zamenjavo s <> u (ali ekvivalentno s <> t zaradi anti-simetrije
amplitude na zamenjavo ¢ <> u), pa dobimo

g[8 w20 WP+
12 ts 52

IM|2(ete” = efe) =2¢ (2.148)

Kotna porazdelitev taksnega sipanja v teziScnem sistemu je proporcionalna (2.147)).
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2.21 Sipanje ¢ v, — v~ preko sibke interakcije

Sipanje e~ v, — vep~ poteka preko t.i. nabitih Sibkih tokov

Tk = VY Vers Tt =Y Yl (2.149)
ki pretvarjata med levoroénim elektronom/mionom in njunima (prev tako levoroénima) neutri-
noma (ne pozabimo, ¢, = Pry = (1 — v5)1/2). Izkaze, da sipalna amplituda, ki jo dobimo s
skalarnim produktom tokov

M =

4GF ) 7T
—q 7 J;;‘;kjgeak’a , (2.150)

kier je Gp = 1.166 x 1075 GeV~? Fermijeva sklopitvena konstanta, dobro opisuje sipanje
energijah sipanja, ki so dosti manjse kot (4Gp/v/2)~'/2 ~ O(100 GeV). Taksen nastavek ime-
nujemo Fermijev model $ibkih interakcij in je specificna nizko-energijska limita standardnega
modela elektrosibkih interakcij. Oglejmo si torej kotno porazdelitev pripadajocega diferencial-
nega sipalnega preseka v tezis¢nem sistemu. V ta namen ponovno najprej izracunamo vsoto
kvadratov sipalnih amplitud za vsa spinska stanja konc¢nih delcev ter popreteno Cez mozna
spinska stanja zavpadnih delcev. Sedaj v interakciji sodelujejo le levoro¢na stanja, ki v ultrare-
lativisti¢ni limiti sovpadajo z lastnimi stanji suénosti in lahko uporabimo rezultate iz obravnave
sipanja polariziranih elektronov in mionov preko elektromagnetne interakcije v poglavju [2.19
Za razliko od sipanja elektronov in mionov, so vpadni curki nevtrinov vedno le levosuéni, zato
poprecenje spinov v zacetnem stanju zajema le obe spinski stanji elektrona. Tako za proces
e (p)vu(k) = ve(K' )™ (p') dobimo po izvrednotenju vsote po spinih s pomoéjo sledi matrik ~
(pozorni moramo biti tudi na pravilno normalizacijo $ibkih tokov)

116G%

2 _

kjer smo v v drugem koraku ze uporabili definicijo Mandelstamove spremenljivke s v ultrarelati-
vistiéni limiti. Od tod lahko takoj ugotovimo, da diferencialni sipalni presek opisuje enakomerno
porazdelitev po prostorskem kotu

16(p-k)(p - k') = 16G%s?, (2.151)

2
do _Gp_
dQ  4x?

S pomocjo krizanja enostavno dobimo rezultat Se za sipanje e~ (p)ve(k) — 7, (K" )p™ (p’) in sicer
zamenjava Ve — U, ter v, — 1y, v sipalni matriki terja k <> —k’ od koder ze sledi

(2.152)

[M]2=64G%(p- k) - k). (2.153)

Ponovno si oglejmo kotno porazdelitev taksnega sipanja v tezis¢nem sistemu, kjer lahko zapisemo
pk = Ip[*(1 + cost) ter p’ - k = [p[*(1 + cosf), Kjer je |p| = [pi| = |psl, » = (Ipil, Ps),
k= (Ipil,—p2), »' = (Ipsl, py), & = (Ipgl, —Py) ter pi - py = [p[* cos§. Sledi
do  G%
dQ 1672
Ce sedaj oba diferencialna sipalna preseka pointegriramo po prostorskem kotu dobimo
G%s

ole vy = vep”) = p

G%s
3r

5(1 4 cosh)?. (2.154)

o(e Ve = Dyu”) = (2.155)
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Prvi sipalni presek je trikrat ve¢ji od drugega.

Zancilnost kotne proazdelitve v sipanju e 7, — v,u~, da sipalni presek izgine pri sipalnem
kotu 6 = 7, lahko razumemo s pomocjo ohranitve vrtilne koli¢ine ter su¢nosti. Oglejmo si najprej
primer sipanja e~ v, — vepu” ter izberimo smer vpadnega elektrona (z). Zaradi levoroéne narave
nabitih sibkih interakecij se bo elektron sipal le, ¢e bo njegov spin kazal v smer —z (S5 = —1/2).
Podobno bo spin vpadnega levosu¢nega nevtrina (ki leti v smeri —z) kazal v smeri z (S¥ = 1/2).
Projekcija celotne vrtilne koli¢ine sistema v smeri z (pri vpadnem parametru b = 0) je torej kar
vsota obeh spinskih projekcij J, = S¢ 4+ SY = 0. Po sipanju pod kotom 6 = 7 bo izhodni mion
letel v smeri —z, zaradi levoro¢nosti interakcije pa bo imel spin poravnan v smeri z (S = 1/2).
Nasprotno pa bo sipani nevtrino letel v smeri z z spinom S¥ = —1/2. Tako bo tudi po sipanju
projekcija celotne vrtilne koli¢ine sistema enaka J, = SY+S” = 0. Konéno si poglejmo $e sipanje
e Ve — Uyp~ . Nasprotno kot vpadni nevtrino ima v Sibkem sipanju vpadni anti-nevtrino spin
vedno poravnan z smerjo gibanja in torej v zacetnem stanju velja S7 = —1/2 ter posledi¢no
J, =S¢+ S” = —1. Podobno ima po sipanju tudi izhodni antinevtrino spin poravnan v smer
gibanja (z), torej SY = 1/2. Od tod bi sledilo za celotno projekcijo vrtilne koli¢ine sistema po
sipanju J, = S + 57 = 1. ODb primerjavi s projekcijo vrtilne koli¢ine pred sipanjem se torej
celotna vrtilna koli¢ina v takSnem sipanju ne bi ohranjala, zato je tak prehod prepovedan —
verjetnost za proces je ni¢, in sipalni presek izgine.

2.22 Razpad miona
Fermijev model poleg sipanja nabitih leptonov in nevtrinov napoveduje tudi razpad miona.

Sipalna amplituda oziroma produkt nabitih Sibkih tokov (2.150) s pomocjo krizanja namrec
opisuje tudi verjetnost za prehod u~ — e~ v,7,. Verjetnost za razpad delca A v stanje delcev

B, C,... na ¢asovno enoto nam podaja razpadna Sirina
M2
0 = dpy S 25V pa — (o + p ), (2.156)

katere izpeljava poteka analogno kot smo to naredili za sipalni presek v poglavju Skladno s
tem je dpy diferencial relativisticnega faznega prostora koncnih stanj, faktor 1/2F4 pa izhaja iz
normalizacije valovnega paketa zacetnega stanja. Pri izvrednotenju kvadrata sipalne amplitude
|M|? sedaj mase miona v procesu = (p) = e~ (p')v,(k)ve (k") ne smemo ve¢ zanemariti. Kljub
temu pa hitro ugotovimo, da nam le-ta sploh ne prispeva, v kolikor Se vedno zanemarimo mase
elektrona ter nevtrinov, ki so mnogo manjse od mase miona. Ce namreé | M2 ponovno zapisemo
kot produkt elektronskega ter mionskega tenzorja

16G2
IM? = = Lo L, (2.157)

muon ?

nam sedaj masa miona nastopa le znotraj Limen (tokrat poprec¢ujemo le po spinskih stanjih
miona v zaCetnem stanju)

- o oY
Lo Z[ B))y 1275) (p)(s)] [ﬂ(k)@),yu(lQ%)u(p)(s)

= gTr[k“%w"(l —95) (P75 + M)y (1 — 7)), (2.158)
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kjer smo z M oznacili maso miona. Prispevek le-te h kvadratu sipalne amplitude je torej oblike
METr[y,y*(1 — v5)7* (1 — 75)]. Taksnen izraz pa je ob upostanju antikomutacijskih relacij +°
identi¢no enak ni¢. Od tod ze lahko uporabimo rezultate iz prejSnjega poglavja, oziroma

M2 =64G%(p- K@ - k). (2.159)

Poucno je izraziti gornji kvadrat sipalne amplitude v tezi§¢nem sistemu — sistemu mirujocega
miona. Tu veljap = (M,0) = p’+k+k ter posledi¢no tudi (p—k')? = (p'+k)? = p2 +k>+2p -k ~
2p’ - k, kjer smo v zadnjem koraku zanemarili masi eletrona in nevtrina v konénem stanju.
Definirajmo se p’ = (E,p’), k = (w, k), ¥’ = (v, K), kjer je w") ~ |k()|, pa sledi

M2 = 32G%(p-K)(p — K)? = 32G% (M — v, —X')2*Muw'
= 32G%(M? + w? - 2Mw' — w?)Mw' = 32GEM (M — 2w )Mw'.  (2.160)

Opazimo da kvadrat sipalne amplitude ne vsebuje odvisnosti od gibalnih koli¢in izhodnih delcev
ter posledi¢no kotov med njihovimi smermi, kar nam bo precej olajsalo izvrednotenje razpadne
Sirine. Preostane nam Se izvrednotenje diferenciala faznega prostora koncnih stanj dpy. Tokrat
imamo opravka s tridelénim faznim prostorom, zato bo potrebnega nekoliko ve¢ napora. Kot
pomozni rezultat najprej dokazimo naslednjo identiteto

/CQ)‘ = /d4kx(w)6(k2), (2.161)

kjer je x(w) stopnicasta funkcija, velja k = (w,k), ne uporabimo pa k? = 0 ali w ~ |k|! Za ta
namen izrazimo delta funkcijo kvadrata ¢etverca k po definiciji

1
3(k?) = 6(w? — [k|*) = 2‘k’[( w — [k|) + 6(w + [k|)]. (2.162)
Sedaj zapis§imo desno stran enacbe (2.161)) kot
/dBkdw () = (8w — [K]) + 6w + k)] = [ LK (2.163)
X 2|k| 2w’ ‘

kjer nam zaradi prisotnosti stopnicaste funkcije k integralu prispeva le delta funkcija pri pozitivni
energiji w. Sedaj zapiS$imo diferencial faznega prostora ter pointegrirajmo po gibalni koli¢ini
mionskega nevtrina k z uporabo gornje formule

/d (2 )45(4)( " k‘l) . 1 d3 " Pk /d4 ]{32)5(4)( k— k?)
L priam p—=Dp = (27T 5 2E, 20’ p— p
1 dd /dc}k/

= (2n) 2E 2w/ X(M — E' —w)[(p—p' — k)] .(2.164)

Sedaj preostala diferenciala prepiSemo v krogelne koordinate ter izvedemo integrale po kotih,
ki nam predstavljajo le globalne rotacije sistema: po integraciji po k lahko med preostalima
smerema p’ in k’ definiramo le en fizikalen kot (6), torej

dp’ = 4nE”dE', (2.165)
Ak = 2rw?dw'd(cosh). (2.166)
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Prepisimo tudi preostalo delta funkcijo e v druga¢no obliko
S[p—p' — k)] =0[(M - FE' —uw')? - (p/ +K)? = 6[M? —2MFE' — 2Mw' + 2E'w'(1 — cos )]
1 [M2 — 2ME' — 2Muw' 4+ 2E'w'
2E"w' 2E"w!
ter si poglejmo integral po cos . Najprej s pomocjo stopnicastih funkcij raztegnimo integracijski
interval na celotno realno os

—cosf (2.167)

1 oo
/ dcos (... — cosb) :/ dcos 0 x(cos@ + 1)x(1 — cos6)d(... — cosb), (2.168)
1 —00

ter si oglejmo argumenta obeh stopnicastih funkcij po integraciji:
x(1—=cosf) — x(2Ew — M?+2E'M + 2Mw' — 2E'w') = x(w' + E' — M/2)
x(14cosh) — x(M?—2E'M —2Mw' +4E'w') = x(M/2 — ') (2.169)
kjer smo v zadnjem koraku obeh vrstic argument stopnicastih funckij normalizirali na w’. Dobili

smo torej nove integracijske meje za integracijo po w’. Sedaj kon¢éno izrazimo diferencialno
razpadno Sirino kot

11 A B M2 om? 1
=~ _~_ 7dE/ duw' M — E' —w)32G3M (M — 2w’ )Mw'
(27) 52M/ B /M/2—E/ 20 M 2 X )32 M( w)Mw

= 3/ dE'/ dw' M (M — 2w Yw'x(M — E' — ')
2w M/2—FE’

G%“ M/2 / 2 12 E'
= 1%3/0 dE [M E (34M>] . (2.170)

Po integraciji ¢ez energijo elektronskega nevtrina (ki je v detektorjih ponavadi ni mo¢ izmeriti)
smo tako dobili enodimenzionalni spekter energije izsevanega elektrona v mionskem razpadu.
Zanimivo je, da je integracijsko podroé¢je (0, M/2), ki nam predstavlja fizikalni del spektra,

dr/de'

0 M/4 M/2 3M/4
-

manje kot podrocje, na katerem je integrand pozitiven (0,3M/4). Ce konéno pointegriramo Se
po energiji elektrona, dobimo razpadno Sirino miona
GZ M
D(p)[=1/7,] = —E—.
Z meritvijo lastnega razpadnega ¢asa miona (ter njegove mase) lahko torej dolo¢imo vrednost

Fermijeve sklopitvene konstante G r. Trenutne izjemno natana¢ne meritve nam tako dajo m, =
0,1057 GeV/c?, 7, = 2,197 - 107 s, od koder dobimo G/ (hc)® = 1.166 - 107> GeV 2.

(2.171)
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